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Od autora

Niniejszy podrecznik z optyki zostal stworzony z mysla o studentach fizyki i kie-
runkéw pokrewnych. Powstal on w oparciu o notatki i do$wiadczenie zdobyte
podczas wieloletnich wykladow jakie prowadzilem dla II roku studiéw fizyki,
astronomii oraz studiéw matematyczno-przyrodniczych, cho¢ nie wykluczam,
ze stuchaczami wykladu byli takze studenci informatyki, fizyki dla firm czy za-
awansowanych materialéw i nanotechnologii. Celem podrecznika jest dostarcze-
nie klarownej i przystepnej wiedzy na temat podstaw optyki, ktére sa kluczowe
dla zrozumienia wielu aspektow fizyki oraz jej zastosowan praktycznych. W
swoim zamierzeniu stanowi¢ ma on jednak przede wszystkim wprowadzenie do
optyki nieliniowej i kwantowej, fotoniki, a nawet fizyki atomowej, czyli fascynu-
jacych dzialéw fizyki wspdlczesne;j.

Na przestrzeni lat szereg oséb pomagalo mi w stworzeniu tego podrecznika.
Kilkukrotnie swoich uwag dostarczali mi studenci. Jednak moje serdeczne po-
dzigkowania kieruje do Pani Izabeli Grochowskiej. Niezmiernie doceniam jej
ogromny wysitlek wlozony w przeczytanie tego podrecznika, szereg cennych
uwag merytorycznych oraz ogromna liczbe poprawek edytorskich. To wtasnie jej
ciezka praca sprawila, ze zdecydowalem sie w konicu udostepnié¢ ten podrecznik
szerszej grupie odbiorcow.

Chciatem réwniez podziekowaé swoim Kolegom. Moje szczegdlne podzie-
kowania kieruje do Prof. Krzysztofa Dzierzegi, z ktorym wielokrotnie wielo-
krotnie dyskutowaliémy o réznych aspektach materialu prezentowanego w tym
podreczniku, nierzadko odkrywajac przy tej okazji rzeczy, z ktorych istnienia
nie zdawalem sobie sprawy. Chcialbym réwniez podziekowaé Prof. Wojcie-
chowi Gawlikowi, ktory wiele lat temu wprowadzal mnie w tajniki optyki, ktory
byl moim mentorem i przewodnikiem. Jego nieustajaca, mimo uptywu lat pa-
sja, oraz ogromna wiedza, witalno$¢ i kreatywnos¢ sa dla mnie niedoscignionym
wzorem.

Szymon Pustelny
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Wstep

Swiatlo jest jedna z najbardziej intrygujacych, ale takze inspirujacych wielko-
$ci fizycznych, z ktorymi mamy na co dzien do czynienia. Niesie ono ze soba
nie tylko ,jasnosé¢”, ale réwniez cieplo, co sprawilo, ze juz od najdawniejszych
czasOw kojarzone byto ono z dobrem, pieknem i szczesSciem. Nieprzypadkowo
w wiekszosci religii bog byl utozsamiany ze Swiattoscia, a czesto najwyzszym w
niebieskim panteonie byl bog swiatta lub stonca.

7 czasem pytanie o to czym jest Swiatto stato sie obiektem dociekan mysli-
cieli. Pytanie o jego nature bylo jednym z tych podstawowych, ktore zadawali
sobie starozytni filozofowie. Juz wtedy Scieraly sie ze soba dwa poglady doty-
czace natury Swiatta. Pierwszy, reprezentowany przez Pitagorejczykéw, stano-
wil, ze $wiatlo jest strumieniem mikroskopijnych czasteczek, ktére niosa ze sobg
energie. Uczniowie szkoly arystotelejskiej uwazali natomiast, ze Swiatto to fala,
ktéra podobna jest w swej naturze do fal na wodzie, z ta jednak réznica, ze doty-
czy zdecydowanie mniejszych obiektéw. Oczywiscie, zaréwno jedni, jak i drudzy
prowadzili swoje rozwazania na gruncie czysto filozoficznym bez oparcia sie o
badania empiryczne. Zatem ani jedni ani drudzy nie mogli podaé¢ empirycznych
argumentéw, ktére dowodzityby poprawnosci ich teorii.

Pytanie o nature Swiatta nabrato nowego charakteru w momencie powstania
nowozytnej nauki, tj. na przetomie XVII i XVIII wieku. Wtedy to holender-
ski matematyk, fizyk i astronom Christiaan Huygens (1629-1695) zaproponowal
poglad, ze $wiatlo jest fala. Jako punkt wyjscia do tego twierdzenia przyjat
szereg zjawisk obserwowanych dla fal mechanicznych (odbicie, ugiecie), ktére
obserwowane byly réwniez dla $wiatta. Z tym pogladem nie zgadzal sie jednak
wspoélezesny Huygensowi Izaak Newton (1643-1727), ktéry uwazal, ze $wiatlo
jest zbiorem czastek oddzialujacych ze soba silami poprzez pola i to te sity od-
powiedzialne sa za takie zjawiska jak odbicie czy zalamanie. Choé¢ za pogladem
Newtona zdawala sie przemawia¢ mniejsza liczba argumentéw, to jednak jego
niepodwazalny autorytet sprawit, ze powszechnie uznano hipoteze o korpusku-
larnej naturze Swiatta. Zahamowalo to rozwdj optyki na przeszto sto lat.

Mimo, ze eksperymenty Gian Domenico Romagnosi (1761-1835), Hansa Chri-
stiana Oersteda (1777-1851), Andre Ampere’a (1775-1836) czy Micheala Fara-
daya (1791-1867) wskazywaly na bliski zwiazek pomiedzy elektrycznoscia i ma-
gnetyzmem, to do polowy XIX wieku badania nad obiema dziedzinami prowa-
dzone byly niezaleznie. Trzeba bylo dopiero geniuszu Jamesa Clarka Maxwella
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(1831-1879), aby wykazaé, ze elektryczno$é i magnetyzm sa jedynie dwiema
postaciami tej samej rzeczywistosci, jaka jest pole elektromagnetyczne. De-
finicja i opis fal elektromagnetycznych, ktorego dokonat Maxwell, utorowaty
droge rozwoju optyki. Okazalo si¢ bowiem, ze predkos¢ z jaka rozchodza sie
fale elektromagnetyczne i predkos¢ propagacji Swiatla, ktéra zmierzyt Ole Ro-
mer (1644-1710), obserwujac za¢mienia ksiezycow Jowisza, maja te sama war-
tos¢. Poniewaz wartos¢ ta byla nieporéwnywalna z predkoscia jakiegokolwiek
innego obiektu znanego wéwczas w przyrodzie, sktonito to uczonych do stwier-
dzenia, ze Swiatlo jest fala elektromagnetyczna. Dzis wiemy, ze rzeczywiscie tak
jest, ale fale z zakresu widzialnego stanowia tylko niewielka czedé calego zakresu
spektralnego fal elektromagnetycznych.

Kolejny skok jako$ciowy w optyce nastapit na przetomie XIX i XX wieku
kiedy niemiecki fizyk Max Planck (1858-1947) zaproponowal wytlumaczenie
problemu promieniowania ciala doskonale czarnego poprzez dyskretyzacje ener-
gii i sformulowanie pojecia kwantu promieniowania. Kilka lat p6zniej Al-
bert Einstein (1879-1955), wykorzystujac pojecie kwantu promieniowania, za-
proponowal wyttumaczenie efektu fotoelektrycznego zewnetrznego. Dzis teoria
Plancka jest umowna cezura, ktora wyznacza narodziny nowej teorii, jaka jest
mechanika kwantowa.

Hipoteza Plancka rozpoczela badania nad mechanika kwantows. Nastepne
kilkadziesiat lat charakteryzowaly sie gwaltownym rozwojem szeregu nowych
hipotez. Przykladowo, 20 lat po wyttumaczeniu efektu fotoelektrycznego, Louis
de Broglie (1892-1987) zaproponowal jedna z najbardziej zaskakujacych hipo-
tez dotyczacych wlasciwosci natury tj. jej dualizm korpuskularno-falowy.
Moéwi ona, ze $wiatlo, co z czasem zostalo uogdlnione na caly materie, posiada
wlasnosci, ktore pozwalaja mu si¢ zachowaé¢ w niektérych zjawiskach jak fala,
w innych za$ jak zbidr czasteczek.

Wiek XIX i XX to triumf optyki i to zaréwno w jej formie falowej, jak i
kwantowej. Badania prowadzone w ramach optyki falowej doprowadzilty do po-
wstania i rozwoju m.in. takich dziedzin jak optyka nieliniowa, telekomunikacja,
holografia, mikroskopia czy interferometria. Z czasem, prace w ramach tzw.
optyki kwantowej otworzyly drzwi do badan w ramach fizyki atomowej, senso-
ryki, kwantowej teorii informacji czy kryptografii kwantowej. Wydaje sie, ze
optyka kwantowa wkrotce znajdzie rowniez zastosowanie praktyczne w kom-
puterach kwantowych.

W dzisiejszych czasach optyka zajmuje sie nie tylko falami elektromagne-
tycznymi z zakresu widzialnego, ale obejmuje ogét badan nad falami elektro-
magnetycznymi w zakresie od promieniowania X do dalekiej podczerwieni (a
czasem w jeszcze szerszym zakresie). O tym, ze jest ona niezmiernie istotna
dziedzing nauki niech $wiadczy liczba Nagréd Nobla , przyznanych optyce”:

e 1901, Wilhelm Rontgen, Promieniowania X
e 1907, Albert Michelson, Interferometr Michelsona
e 1908, Gabriel Lippmann, Fotografia kolorowa

e 1914, Max von Laue, Dyfrakcja promieniowania X
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1915, William Henry Bragg, William Lawrence Bragg, Analiza dyfrakto-
gramOw promieniowania X

1917, Charles Barkla, Wlasciwosci promieniowania X

1918, Max Planck, Rozwigzanie problemu promieniowania ciala doskonale
czarnego i wprowadzenia pojecia kwantu promieniowania

1919, Johannes Stark, Efekt Dopplera dla swiatta

1921, Albert Einstein, Wyjasnienie efektu fotoelektrycznego
1925, Karl Siegbahn, Spektroskopia promieniowania X
1927, Arthur Compton, Efekt Comptona

1929, Louis de Broglie, Falowa natura elektronéw

1930, Chandrasekhara Raman, Efekt Ramana

1936, Peter Debey, Dyfrakcja promieniowania X

1937, Clinton Davisson, George Thomson, Dyfrakcja elektronéw na krysz-
tatach

1951, Cecil Powell, Rozwdj technik fotograficznych do badaniach mezonéw
1952, Archer Martin, Richard Synge, Chromatografia

1953, Frits Zernike, Mikroskopia z kontrastem fazowym

1955, Willis Lamb, Odkrycie rozszczepienia Lamba

1958, Pavel Cherenkov, Ilja Franck, Igor Tamm, Promieniowanie Cheren-
kova

1959, Jaroslav Heyrovsky, Polarymetria
1964, Charles Townes, Nikolay Basov, Aleksandr Prokhorov, Maser

1964, Dorothy Hodgkin, Spektrometria promieniowania X w badaniach
biochemicznych

1966, Alfred Kastler, Pompowanie optyczne
1971, Denis Gabor, Holografia
1981, Nicolaas Bloembergen, Arthur Schawlow, Spektroskopia laserowa

1986, Ernest Ruska, Gerd Binnig, Heinrich Rohrer, Mikroskopia elektro-
nowa

1989, Norman Ramsey, Hans Dehmelt, Wolfgang Paul, Putapkowanie jo-
noéw i spektroskopia ramseyowska
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e 1998, Steven Chu, Claude Cohen-Tannoudji, William Phillips, Chtodzenie
i putapkowanie atomowe

e 2000, Zhores Alferov, Herbert Kromer, Rozwéj struktur pélprzewodniko-
wych dla optoelektroniki i telekomunikacji

e 2001, Eric Cornell, Wolfgang Ketterle, Karl Weinman, Kondensacja Bosego-
Einsteina

e 2005, Roy Glauber, John Hall, Theodor Héansch, Grzebien optyczny

e 2009, Charles Kao, William Boyle, Goerge Smith, Telekomunikacja $wia-
tlowodowa i kamery CCD

e 2012, Serge Haroche, David Wineland, Techniki manipulacji ukladami
kwantowymi

e 2014, Isama Akasaki, Hiroshi Amano, Shuji Nakamura, Niebieskie diody
elektroluminescencyjne

e 2014, Eric Betzig, Stefan Hell, William Moerner, Mikroskopia superzdol-
nosci rozdzielczej

e 2017, Rainer Weiss, Barry Barish, Kip Thorne, Fale grawitacyjne

e 2018, Arthur Ashkin, Gerhard Mourou, Donna Strickland, Spektroskopia
laserowa z ultrakrétkimi impulsami $wiatla

e 2022, Alain Aspect, John Clauser, Anton Zeilinger, Za eksperymenty ze
splatanymi fotonami i pionierska informatyke kwantowa

e 2023, Pierre Agostini, Ferenc Krausz i Anne L’Huillier, Za eksperymen-
talne metody generowania attosekundowych impulséw Swiatta dla celow
badania dynamiki elektronéw w materii

Jak widaé szczegdlnie na przestrzeni ostatnich dwéch dekad pojawilo sie wiele
soptycznych” Nagrod Nobla. Co ciekawe, sg to zaréwno nagrody za badania
podstawowe, jak w przypadku chtodzenia i putapkowania atomowego, ale takze
takie, ktére sa duzo blizsze zastosowaniom (telekomunikacja Swiatlowodowa czy
niebieskie diody elektroluminescencyjne), co zreszta lepiej oddaje idee, ktéra
przy$wiecala Alfredowi Noblowi fundujacemu te nagrode.

Mozliwosci, ktérych dostarcza obecnie $wiatlo sa olbrzymie. Rozwdj w te-
lekomunikacji, ktéry dokonal sie na przestrzeni ostatnich dwudziestu lat, byl
mozliwy tylko dzieki opracowaniu technik wytwarzania i detekcji swiatla, ale
rowniez technik jego transmisji. Wykorzystanie $wiatla, ktérego czestotliwosé
jest rzedu 100 THz, pozwolilo na zakodowanie sygnalu poprzez jego modulacje z
czestosciami dochodzacymi do setek GHz. Propagacja swiatla w $wiattowodach
nie jest silnie zwiazana z procesem rozpraszania energii (nie ma np. wydzie-
lania ciepla jak w przypadku przeplywu pradu), a jedyne straty pochodza z
rozproszen czy absorpcji, ktére moga by¢ we widéknach optycznych ograniczone
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do poziomu 0,3 dB/km. Dzieki temu mozliwa jest transmisja informacji na od-
cinkach nawet kilkudziesigciu kilometréw bez koniecznoéci jej wzmacniania. W
koncu w jednym $wiattowodzie mogg zosta¢ przestane setki dlugosci fali, ktore
w pierwszym przyblizeniu s od siebie zupelnie niezalezne.! Innym przykla-
dem, w ktérym rozwdj optyki dostarczyt nowych mozliwosci jest mikroskopia.
Zrozumienie zrodet ograniczen zdolnosci rozdzielczej pozwolilo na opracowanie
technik mikroskopowych umozliwiajacych obrazowanie obiektéw wielokrotnie
mniejszych od dlugosci fali Swiatta wykorzystywanych do obserwacji obiektu.
Dzigki temu udalo si¢ zobaczy¢ obiekty o rozmiarach pojedynczego wirusa, co
otworzylo nowe pola badan w naukach biologicznych. Juz te dwa przyklady,
ale tez szereg innych nieprzywotanych tutaj pokazuja, ze optyka jest w chwili
obecnej jedna z najdynamiczniej rozwijajacych sie galezi fizyki.

Niniejszy podrecznik prezentuje podstawy optyki, ktére doprowadzily do
rozwoju tej dziedziny oraz szeregu ciekawych i dzi§ powszechnie wykorzystywa-
nych zastosowan. Podstawy te czesto zostaly opracowane jeszcze w XIX wieku
lub nawet wczedniej. Tym niemniej za kazdym razem, gdy omawiane beda nowe
zagadnienia pojawia¢ sie beda odnosniki do wspotczesnych badan, gdzie sa one
wykorzystane. Ma to ukaza¢, ze nawet proste idee moga prowadzi¢ do dalece
nietrywialnych obserwacji i wynalazkéw.

1Badaniem proceséw, ktére sa zrédlem ograniczen tego twierdzenia zajmuje sie optyka
nieliniowa.
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Rozdzial 1

Roéownanie falowe i fale
elektromagnetyczne

1.1 Rownania Maxwella

Jednym z najwazniejszych osiggnie¢ fizyki XIX wieku byto sformulowanie réw-
nan Maxwella. W rzeczywisto$ci réwnania te stanowia kompilacje wczesniej
znanych praw, ale polaczenie ich w spdjna calosé jednocze$nie opisujaca pole
elektryczne i magnetyczne pozwolilo na wykazanie istnienia fal elektromagne-
tycznych oraz okreslenie sposobu ich propagacji.

Réwnania Maxwella w swojej rézniczkowej formie mozna zapisaé jako:

0B
VXE__§7 (113)
V-D=p, (1.1b)
V-B=0, (1.1c)
oD
H=j+— 1.1
V x it 5 (1.1d)

gdzie p jest gestosécia tadunkow, j jest gestoscia pradu, E i D sa odpowied-
nio natezeniem i indukcja pola elektrycznego, za$ H oraz B sa nateze-
niem i indukcjg pola magnetycznego. O ile natezenie jest wielkoscia, ktéra
charakteryzuje pole niezaleznie od os$rodka, w ktérym to pole istnieje, o tyle
indukcja jest wielkoscig fizyczna, ktéra uwzglednia réwniez odpowiedz osrodka
na zewnetrzne pole. Dlatego pomiedzy natezeniem i indukcja istnieja okreslone
relacje zwane réwnaniami materialowymi:

D=c¢E, (1.2a)
B=uH, (1.2b)

gdzie € i p sa odpowiednio przenikalno$cia elektryczng i przenikalnoscia
magnetyczng osrodkéw. W ogdlnosci wielkosci te sa tensorami, z czym, na



przyktad, mamy do czynienia w opisie o$rodkéw anizotropowych. Jednocze$nie
w przypadku osrodkéw izotropowych, a z takimi bedziemy mieli do czynienia
w wiekszosci przypadkow rozwazanych w tym podreczniku, € i p sa skalarami.
W takim przypadku przenikalno$¢ elektryczna jest czesto nazywana stala die-
lektryczna.

Z uwagi na fakt, ze Swiatto widzialne nie rozchodzi sie w metalach, bardzo
czesto na potrzeby opisu propagacji $wiatla rozpatruje sie o$rodki dielek-
tryczne, w ktérych nie istnieja swobodne tadunki elektryczne (p = 0). Korzy-
stajac z rownan materialowych, mozemy réwnania Maxwella zapisa¢ w takim
przypadku w postaci:

0B

E=—— 1.
V x 5 (1.3a)
V-E=0, (1.3b)
V-B=0, (1.3¢)
OE
B=us—. 1.3d
V x W&t (1.3d)

Najprostszym przykladem dielektryka jest proznia, w ktérej przenikalnosé
elektryczna i magnetyczna przyjmuja charakterystyczne wartosci:

F
g0 =8,85 x 10712 — | (1.4a)
m

5 -

N
o = 47 x 1077 e (1.4b)

Dlaczego E i B, a nie D i H?

W literaturze naukowej, a zwlaszcza w optyce, do opisu fali elektroma-

gnetycznej powszechnie uzywa si¢ pary wektoréw: natezenia pola elek-

trycznego E oraz indukcji pola magnetycznego B. Moze to budzic¢

zdziwienie, gdyz nazwy sugeruja pewna asymetri¢ (jeden wektor to ,nate-

zenie”, a drugi to ,jindukcja”). Dlaczego nie uzywamy pary E i H?
Odpowiedz kryje sie w sile Lorentza:

F=¢(E+v xB).

Roéwnanie to opisuje rzeczywista sile, jaka pole elektromagnetyczne wy-
wiera na tadunek elektryczny. Jak widac¢, wielko$ciami fizycznymi, ktore
bezposrednio ,,popychaja” ladunki, sa wlasnie E oraz B. Wielkosci D i
H sa tzw. polami pomocniczymi, wprowadzonymi w celu ulatwienia ob-
liczenn w o$rodkach materialnych (uwzgledniaja one usredniona odpowiedz
osrodka), ale to E i B s polami fundamentalnymi.



1.2 Roéwnanie fali elektromagnetycznej

Rozpatrzmy teraz réwnania Maxwella w oérodku dielektrycznym. Korzystajac
z prawa Faradaya i obkladajac opisujace je réwnanie (1.3a) lewostronnie opera-
torem rotacji, otrzymujemy:

B
VX(VXE):—VX%. (1.5)

Dygresja matematyczna

Dla przeprowadzenia dalszych analiz konieczne jest skorzystanie z tozsa-
mosci wektorowe;j:
Ax(BxC)=A(B-C)—(A-B)C. (1.6)
Korzystajac z réwnania (1.6), lewa strone réwnania (1.5) mozna przepisaé
do postaci:
Vx(VxE)=V(V-E)-V’E. (1.7)
Pierwszy z wyrazéw po prawej stronie znika na mocy prawa Gaussa dla osrod-
kéw dielektrycznych [réwnanie (1.3b)].
W réwnaniu (1.5) mozemy zamienié¢ kolejno$é rézniczkowania po przestrzeni
i czasie. Pozwala to skorzystaé¢ z réwnania Ampeére’a dla dielektrykéw [réwna-
nie (1.3d)] i ostatecznie zapisaé:

E
V2E — pe—— = 0. (1.8)

W pemni analogiczna postaé¢ réwnania falowego mozna wyprowadzi¢ dla pola
magnetycznego:

B
V2B — pe—— = 0. (1.9)

Dygresja

W pierwszej potowie XVIII wieku Jean d’Alembert (1717-1783) opisal ruch
struny wprawionej w drgania réwnaniem zwanym dzis réwnaniem falowym:

0? 1 02

v _ 109 (1.10)
022 v Ot?

W powyzszym réwnaniu v jest funkcja skalarng speliajaca réwnanie fa-
lowe, za$ vy jest predkoscia, z jaka porusza si¢ fala. Pomimo ze funkcja
falowa 1 zalezy zaréwno od czasu, jak i od przestrzeni, ¥ = (z,t), z



uwagi na rozchodzenie sie fali ze skonczong predkoscia obie wielkosci taczy
zalezno$é Az = vy At, gdzie Az i At oznaczaja odpowiednio: zmiane po-
tozenia fali oraz uptyw czasu. Zalezno$¢ ta pozwala zapisa¢ funkcje falowa,
w postaci:

B(2,t) = 6 (z = vyd). (L11)

Funkcja (1.11) opisuje fale poruszajaca sie w dodatnim kierunku osi z.
Warto jednak zauwazyé¢, ze w réwnaniu falowym predkosé vy, wystepuje
w kwadracie. Dlatego tez rownorzednym rozwiazaniem rownania falowego
jest funkcja falowa opisujaca fale poruszajaca sie¢ w przeciwnym kierunku z
ta sama predkoscia;:

P(z,t) = p_(z + vyt). (1.12)

Poniewaz rownanie falowe jest réwnaniem rézniczkowym liniowym, to fale
opisywane sg nie tylko przez funkcje spelniajace rownanie falowe, ale réw-
niez przez ich kombinacje (sumy). W ten sposéb manifestuje sie jeszcze
jedna z podstawowych wlasciwoéci fali zwana zasada superpozycji. Wy-
korzystujac zasade superpozycji, mozna zapisa¢ najbardziej ogélng postaé
rozwiazania réwnania falowego:

Bz,8) = 6 (z = vgt) + 6 (2 + vyt). (113)

Poréwnujac posta¢ réwnania (1.8) z postacia réwnania falowego (1.10) wnio-
skujemy, ze réwnanie (1.8) jest réwnaniem falowym. Okazuje sie zatem, ze w
oparciu o analizy rownan Maxwella mozna wykazaé istnienie fal elektromagne-
tycznych, ktére rozchodza sie w przestrzeni z predkoscia :

U (1.14)
Ve

Sformutowanie réwnania falowego dla fal elektromagnetycznych od razu za-

owocowalo identyfikacja swiatla jako fali elektromagnetycznej. Bylo to mozliwe

dzieki obserwacjom Ole Rgmera (1644-1710) i wyznaczeniu predkosci $wiatta

na podstawie obrotu ksiezycéw Jowisza oraz znajomosci stalej dielektrycznej

prozni g oraz przenikalno$ci magnetycznej prézni pg. Predko$é rozchodzenia

sie Swiatla w prézni jest dzis stalg przyrody, ktérej warto$¢ zostala ustalona
jako :

1 m
c= =299 792 458 —. (1.15)
oMo S
Poréwnujac réwnania (1.14) i (1.15), mozemy zdefiniowaé wielkosé, ktéra
okresla¢ nam bedzie, ile razy wolniej porusza sie S$wiatto w danym osrodku, niz
poruszaloby sie w prozni:
c €
n="S= [H (1.16)
v oMo
Wielko$¢ te bedziemy nazywaé wspdélczynnikiem zalamania swiatla.
Poniewaz zarowno w dielektrykach, jak i w przewodnikach oddzialywanie
magnetyczne jest slabe, tzn. p & pg, to réwnanie (1.16) moze zostaé przepisane
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Rysunek 1.1: Widmo fal elektromagnetycznych

na LS = E (1.17)
€o

gdzie €, jest tzw. wzgledna przenikalnos$cig elektryczna oérodka.

Dzi§ wiadomo, ze spektrum widzialne jest tylko bardzo niewielka czescia
calego widma fal elektromagnetycznych. Na rysunku 1.1 przedstawiono znane
obecnie fale elektromagnetyczne wraz z odpowiadajacymi im zakresami dlugo-
Sci fali i czestosci. I choé oryginalnie nazwa optyka zarezerwowana byla dla
opisu fal z zakresu widzialnego, dzis czesto tego pojecia uzywa sie do opisu fal
elektromagnetycznych z szerokiego zakresu spektralnego: od promieniowania X
do dalekiej podczerwieni (a czasami nawet jeszcze szerzej).

do postaci:

1.3 Fale monochromatyczne

Zgodnie z przeprowadzong powyzej dyskusja, rozwigzaniem réwnania falowego
dla sktadowej elektrycznej fali elektromagnetycznej jest dowolna funkcja w po-
staci E(r,t) = E(r + vt). Szczegdlnym przykladem rozwiazania réwnania falo-
wego jest funkcja opisujaca fale monochromatyczna, czyli fale o pojedynczej
czestosci w :

E(r,t) = E(r) cos(wt — @), (1.18)

gdzie ¢ jest faza poczatkowa fali. W réwnaniu (1.18) postuzono sie¢ metoda se-
paracji zmiennych, ktéra pozwolila rozdzieli¢ zaleznosé przestrzenna pola elek-
trycznego fali elektromagnetycznej od jej zaleznosci czasowej. Szczegdlnym, ale
nie jedynym, rozwigzaniem czesci czasowej rownania falowego jest funkcja cosi-
nus.

Warto zwréci¢ uwage, ze zgodnie z transformacjg Fouriera dowolny prze-
bieg czasowy, czy to periodyczny, czy tez nieokresowy, mozna przedstawi¢ jako



zlozenie fal monochromatycznych o odpowiednich amplitudach. W tym kontek-
Scie, przedstawienie zalezno$ci czasowej rownania falowego w postaci fal mono-
chromatycznych jest rozwiazaniem ogdlnym i dlatego bedzie ono powszechnie
wykorzystywane w niniejszym podreczniku.

1.4 Zapis zespolony fali elektromagnetycznej

7 matematycznego punktu widzenia, opis fal przy pomocy funkcji trygonome-
trycznych nie jest najwygodniejszy z uwagi na koniecznos¢ przeksztalcania przy
rézniczkowaniu funkcji sinus i cosinus przy jednoczesnym uwzglednieniu znaku.
7 drugiej jednak strony, korzystajac ze zwigzkéw pomiedzy funkcjami trygono-
metrycznymi i wykltadniczymi, mozemy przepisaé¢ te réwnania do postaci wy-
ktadniczej:

i —ip

E(r,t) :E(r)%e*iwt L E@r)S et
:E(Jr (r)efzwt +]3 )( ) iwt
=EM(r)e ™t 4 c.c.

ne [E(+ _M} | (1.19)

B(r,t) =B (r)e ™! + c.c.
=2Re [B(*‘)(r)e—m} )

gdzie E)(r) = E(r)e’?/2 oraz B (r) = B(r)e’¥ /2 sa zespolonymi ampli-
tudami wektorowymi pola elektrycznego i magnetycznego. Z uwagi na zasade
superpozycji fale elektromagnetyczne czesto zapisuje sie wprost w postaci wy-
kladniczej porzucajac czton sprzezony:

E(r,t) =E) (r)e~ ™! (1.20a)
B(r,t) =B (r)e~ ! (1.20b)

W takim przypadku nalezy jednak pamietaé, ze po obliczeniu rozwigzania inte-
resujaca jest jedynie jego czesé rzeczywista.

Przedstawienie pola elektrycznego i magnetycznego w postaci zespolonej
znaczaco ulatwia obliczenia. W szczegdlnosci, rézniczkowanie po czasie zwraca
czlon —iw, co sprawia, ze rownania Maxwella dla osrodkéw dielektrycznych
moga zostaé zapisane w postaci zespolonej:

V.-EMF) =0, (1.21a)
vV-BH) =0, (1.21b)
V x B = iwB™), (1.21c)
V x B = —jwep B (1.21d)



ktore uzupelnione sa zmodyfikowanymi wersjami réwnan materialowych:

D) =cEH) | (1.22a)
B =y H) | (1.22b)

dajac peten opis uktadu.

1.5 Parametry opisujace fale elektromagnetyczne

1.5.1 Podstawowe wielkosci opisujace fale elektromagne-
tyczne

Fale elektromagnetyczne sa rozchodzacym sie w przestrzeni zaburzeniem pola
elektrycznego i magnetycznego. Z tego tez powodu opisuje je szereg podstawo-
wych wielkoéci. Pierwsza jest czestos$é kotowa w, zdefiniowana jako:

(1.23)

gdzie T jest okresem oscylacji fali. Czesto$é w wiaze sie z czestotliwosciag fali
v zaleznoscia:
w = 27v. (1.24)

Podczas gdy czesto$é kolowa wyrazana jest w radianach na sekunde [rad/s],
czestotliwo$é wyrazona jest w hercach [Hz].

Inna wielko$cig charakteryzujaca fale jest dtugo$é fali A, bedaca najmniej-
sza odlegloscia pomiedzy dwoma punktami fali drgajacymi w tej samej fazie.
Dtugosé fali i jej czestotliwosé zwiazane sg zaleznoscia:

v =y, (1.25)

gdzie v jest predkoécia propagacii fali.! W przypadku fal elektromagnetycznych
z zakresu widzialnego ($wiatlo) dlugosé fali miedci sie w zakresie od 400 do 700
nanometréw [nm).

Kolejna wielkoécia charakteryzujaca fale jest jej amplituda. W przypadku
fali elektromagnetycznej amplituda fali jest amplituda pola elektrycznego fali
$wietlnej FEy (lub E((J+), gdy korzystaé¢ bedziemy z zapisu zespolonego). Jej
jednostka jest wolt na metr [V/m].

Zwréémy teraz uwage na fakt, ze fala elektromagnetyczna jest wielkoscia
wektorowa. Mozliwe jest zatem rozwazenie dwéch fal, ktore drgaja w kierunkach
prostopadlych:

Ei(r,t) =xE) (r)e ™t (1.26a)
Ey(r,t) =y £y, (r)e @), (1.26b)

LW dalszej czeéci podrecznika wielkoé ta bedzie nazywana predkoécia fazows fali.



gdzie E(g:) i Eé;r) sa rzeczywistymi amplitudami pola, podczas gdy roznica
faz pomiedzy drganiami pola elektrycznego fali zostala zdeterminowana przez
faze . Zgodnie z zasada superpozycji, réwniez suma dwoch fal drgajacych w
prostopadtych kierunkach spelnia réwnanie falowe:

E(r,t) = E(r,t) + Eo(r,t) = (xa, + yayew)E(()He_i“’t, (1.27)

gdzie a, = EOI/EO iay = Eoy/Eo przy czym Ey = VER, + Egy. Pole elek-
tryczne dane réwnaniem (1.27) opisuje pole elektromagnetyczne, ktérego ampli-
tuda zorientowana jest w plaszczyznie xy, a pomiedzy skladowymi x i y istnieje
okreSlona relacja fazowa. Wyrazenie xa, + ya, exp(ip) jest wektorem zespolo-
nym w plaszczyznie zy i opisuje ono polaryzacje fali elektromagnetycznej.

Analizujac mozliwe stany polaryzacji $wiatla, rozpatrzmy kilka szczegélnych
przypadkow:

a; =01lub ay, =0

W najprostszym przypadku amplituda jednej ze sktadowych liniowych pola
E(r) jest réwna zero, co sprawia, ze wektor elektryczny swiatla drga albo wzdluz
z (ay = 0), albo wzdluz y (a, = 0). Taki rodzaj polaryzacji Swiatla nazywany
jest polaryzacja liniowa.

p=0lub =7

Cho¢ w takim przypadku drganie nie odbywa sie wylacznie wzdtuz = lub
Y, to, co mozna pokazal wykorzystujac dodawanie wektorowe sktadowych x i
y, wektor pola elektrycznego drga wzdituz okreslonego kierunku, a sama fala
spolaryzowana jest liniowo. Kierunek drgan pola elektrycznego wypadkowej fali
E(r) jest zorientowany wzgledem osi x pod katem ag:

ap = arctg (ay> . (1.28)

Az

Warto zauwazy¢, ze w przypadku gdy réznica faz ¢ = 0 wektor tworzy kat do-
datni z osig z, podczas gdy dla ¢ = 7 jest on ujemny.

¢ =m/2lub ¢ =37/2 oraz a, = a,

Innym szczegélnym przypadkiem jest sytuacja, w ktérej Eo, = Ey,, a miedzy
skladowymi istnieje przesuniecie fazy 7/2 lub 37/2. W tym pierwszym przy-
padku drganie w kierunku y wyprzedza drganie w kierunku z o ¢wieré¢ okresu i
nie tylko w zadnej chwili dlugos¢ wektora E nie jest zerowa, ale jest ona stala.
Oznacza to, ze koniec wektora pola elektrycznego E porusza sie po okregu w
kierunku zgodnym z kierunkiem ruchu wskazowek zegara. Z tego tez powodu
polaryzacje te nazywamy polaryzacja kolowa prawoskretng. Analogicznie
w przypadku gdy réznica faz wynosi 37/2, drganie w kierunku y jest opdéZnione
wzgledem drgania w kierunku x i wypadkowy wektor pola elektrycznego poru-
sza, si¢ po okregu w kierunku przeciwnym do ruchu wskazowek zegara, a sama
polaryzacje nazywamy polaryzacja kotows lewoskretng.
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Rysunek 1.2: Rdézne stany polaryzacji. Pierwsza kolumna: polaryzacja liniowa,
dwie polaryzacje prostopadte. Druga kolumna: polaryzacja kolowa prawo- i
lewoskretna. Trzecia kolumna: polaryzacja eliptyczna prawo- i lewoskretna.

&Uwaga!

Rodzaj skretnosci polaryzacji determinuje nie kierunek wektora falowego, ale
kierunek osi uktadu odniesienia. Oznacza to, ze niezaleznie czy fala porusza
sie w dodatnim czy w ujemnym kierunku osi z, jesli wektor pola elektrycznego
zatacza ten sam okrag, mowimy o tej samej skretnosci.

m
m

B
W,

m
m oo
m

a, # a, oraz ¢ ¢ {0, 7}

W sytuacji, w ktorej dtugosci sktadowych = i y nie sg rowne, a pomiedzy
nimi istnieje réznica faz inna niz 0 lub 7, wektor pola elektrycznego réwniez
nie przyjmuje wartosci zerowej w zadnym momencie, ale jego dlugo$é¢ zmienia
sie w czasie. Dlatego tez taki typ polaryzacji nazywamy polaryzacjg elip-
tyczna. Podobnie jak w przypadku polaryzacji kotowej, polaryzacja eliptyczna
moze by¢ zar6wno prawoskretna, jak i lewoskretna. Co wiecej, rézna moze byé
réwniez orientacja tej elipsy w plaszczyznie xy. Kat, jaki tworzy wielka oS elipsy
polaryzacji z osig x dany jest zaleznoscia:

1 QE(S;)E(()Z) cos Ay
ap = —arctg 5 5
T ]

5 (1.29)

Rysunek 1.2 przedstawia przyklady roznych stanéw polaryzacji $wiatta opi-
sanych powyzej.



Dygresja

W przypadku oddzialywania $wiatla z oSrodkami materialnymi, naturalna
baza polaryzacji nie jest baza dwéch ortogonalnych polaryzacji liniowych,
ale baza, ktora tworzy polaryzacja prawo- i lewoskretna. Duzieje sie tak
dlatego, ze z punktu widzenia mikroskopowego wielkoscia odpowiadajaca
polaryzacji jest moment pedu, za$ polaryzacja kotowa prawo- i lewoskretna
odpowiada fotonowi, ktérego rzut wewnetrznego momentu pedu (spinu) na
o$ kwantyzacji jest réwny odpowiednio 1 lub —1. Poniewaz przy absorpcji
Swiatta spelnione musza by¢ nie tylko zasady zachowania energii i pedu,
ale réwniez zasada zachowania momentu pedu, przy absorpcji dochodzi do
zmiany momentu pedu atomu o okreslona warto$¢. Prowadzi to do tzw.
regul wyboru zwigzanych z odpowiednia polaryzacja. Swiatlo liniowo
spolaryzowane, ktére jest superpozycja dwoch fal kotowo spolaryzowanych
o odpowiednich fazach, nie ma jednej reguty wyboru, a jest to kombinacja
regul obu polaryzacji. Prowadzi to do bardziej skomplikowanego, z punktu
widzenia mikroskopowego, oddzialywania miedzy swiatlem i atomami.

1.5.2 Gestosc¢ energii i wektor Poyntinga

Fala elektromagnetyczna, rozchodzac sie w przestrzeni, transportuje energie.
Zanim jednak przejdziemy do opisu jej transportu, zastanéwmy sie, ile ener-
gii zgromadzone jest w samym polu. Z teorii elektromagnetyzmu wiemy, ze w
jednostce objetosci osrodka liniowego [Réwnania (1.2)] pole elektryczne i ma-
gnetyczne ,magazynuja’ energie o gestosci odpowiednio ug i up:

1 1
=_E.-D=-¢F? 1.
uE 2 26 s ( 3034)
1 1
=_B-H=_—B% 1.30b
up =5 o ( )

Catkowita, chwilowa gesto$¢ energii u jest suma obu tych wkladéw:

1 1
U =1U up = —eFE? + —B?. 1.31
ptup=geli+ o (1.31)

Analizujac sprzezone réwnania Maxwella, ktore prowadza do réownania fa-
lowego, mozna pokazaé, ze dla dowolnej fali elektromagnetycznej wedrujacej w
dielektryku, wartoéci chwilowe pola elektrycznego i magnetycznego sa ze soba
Scidle powiazane zaleznoscia:

1
E=vB=—DB8. (1.32)

NG

Podstawiajac te zaleznos¢ do wzoru na gestosé¢ energii magnetycznej, otrzymu-
jemy:

1 1
up = o (BEyen)® = §€E2 =ug. (1.33)
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Oznacza to, ze w fali elektromagnetycznej energia jest rozlozona réwnomier-
nie pomiedzy pole elektryczne i magnetyczne (up = up). Pozwala to zapisaé
catkowita chwilowa gesto$¢ energii fali, korzystajac wylacznie z natezenia pola
elektrycznego:

u=eF% (1.34)

W przypadku fal monochromatycznych (harmonicznych), ktérymi zajmu-
jemy sie w tym rozdziale, pole E oscyluje w czasie sinusoidalnie. W praktyce
zazwycza] interesuje nas Srednia gesto$é energii (u). Poniewaz $rednia wartos$é
kwadratu funkcji sinus lub cosinus po okresie wynosi 1/2, otrzymujemy wazna
zaleznoé¢:

(u) = %eES, (1.35)

gdzie Fy jest amplitudg pola elektrycznego fali.
Wielkoscia opisujaca kierunkowy przeplyw tej energii jest wektor Poyn-
tinga:

S:EXH:EEXB. (1.36)
I

Wektor ten wyznacza kierunek propagacji energii, a jego zwrot jest zgodny z
kierunkiem rozchodzenia sie fali. Warto$¢ chwilowa wektora Poyntinga dla fali
wedrujacej wiaze sie z gestoscia energii prosta relacja (analogiczng do iloczynu
gestosdci 1 predkosci w mechanice plynéw):

S = vu. (1.37)

Przepisujac réwnanie (1.36) do postaci zespolonej (dla fal harmonicznych),
otrzymujemy:

S :(E(Jr)efiwt + E(f)eiwt) % (H(Jr)efiwt + H(f)eiwt)
=E x HO) £ EC) x H®) L E®) x P20t | g(-)  J()g2iwt
(1.38)

Wielkoscia fizyczna rejestrowana przez detektory (np. oko ludzkie, matryce
CCD) jest natezenie $wiatla, zdefiniowane jako $rednia warto$é¢ strumienia
energii:

I=[(8)| = v{u), (1.39)

gdzie usrednianie odbywa sie po czasie znacznie dtuzszym niz okres drgan fali.
Wykorzystujac postaé zespolong, szybkozmienne czlony z czynnikami e*2%t
usredniajg si¢ do zera, co daje:

[=|E® xHO 4+ c.c.’ —2 ’Re (E<+> X HH)‘ . (1.40)
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Laczac réwnania (1.35) i (1.39), dla fali rozchodzacej sie w prézni mozemy
zapisaé¢ uzyteczny wzor praktyczny:
1

I = fcgoEg.

: (1.41)

7 analizy wymiarowej wynika, ze jednostka natezenia jest wat na metr kwadra-
towy [W/m?].

Dygresja

Do wytlumaczenia problemu widma promieniowania ciata doskonale czar-
nego Max Planck wprowadzil pojecie kwantu promieniowania, ktérego ener-
gia dana jest zalezno$cia:

Ef = hw, (1.42)

gdzie w jest czestoscig promieniowania, zas h =2 1,05 x 10734 Js jest stala,
ktora nosi nazwe zredukowanej stalej Plancka. W oparciu o te definicje
mozna przepisa¢ réwnanie na natezenie swiatta do postaci:

_ 9%

I= h
dr

(1.43)

gdzie P ¢ jest nazywany strumieniem fotonéw, tzn. liczba fotonéw pa-
dajaca na jednostkowa powierzchnie.

1.5.3 Cisnienie swiatla i ped fali elektromagnetycznej

Juz od czaséw Johannesa Keplera (1571-1630) postulowano, ze promieniowanie
wywiera ci$nienie na obiekty. Dowodem na poparcie tej tezy byto orientowanie
si¢ ogonow komet w strong od Storica podczas ich obiegania tej gwiazdy. Bezpo-
$redni dowdd na to zostal jednak podany dopiero w 1900 roku w eksperymencie
zrealizowanym przez Piotra Lebiediewa (1866-1912). W swoim eksperymencie
pokazal on, ze lekkie skrzydetka zawieszone w prézni wychylaja sie pod wpty-
wem oswietlenia.

Zjawisko ci$nienia $wiatta mozna w pelni wyjaéni¢ na gruncie klasycznej
elektrodynamiki, analizujac sity dzialajace na tadunki elektryczne w materii,
ktéra pochlania promieniowanie. Zalézmy, ze fala elektromagnetyczna pada
prostopadle na powierzchni¢ materiatu. Fala ta sktada si¢ z oscylujacego pola
elektrycznego E i magnetycznego B. Gdy fala wnika w material, pole elek-
tryczne wprawia w ruch znajdujace sie tam ladunki ¢ (np. elektrony), nadajac
im pewng chwilows predkosé, ktérg oznaczymy jako v.

Na kazdy taki poruszajacy sie tadunek dziala catkowita sita Lorentza:

F=¢(E+v, xB). (1.44)

Pierwszy czlon (¢E) jest sila elektryczna. Jak pokazemy w rozdziale 3, w o$rod-
kach jednorodnych pole E oscyluje poprzecznie do kierunku rozchodzenia sie fali.
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W konsekwencji w tym samym kierunku dziata na tadunek sita, wykonujac nad
nim prace. Szybko$¢ wykonywania tej pracy, tj. moc chwilowa przekazywana
tadunkowi, wynosi:
dW,
dt

Drugi czlon (¢gv, x B) to sila magnetyczna. Poniewaz predko$é¢ ladunku
v, jest wymuszana przez pole E, jest ona do niego réwnolegta. W rozdziale 3
pokazano, ze w oérodkach jednorodnych wektor B jest prostopadly do E, a wiec
jest tez prostopadly do wektora predkosdci tadunku v,. Zgodnie z reguly iloczynu
wektorowego, sila magnetyczna Fp = gqv, x B jest skierowana prostopadle do
obu tych wektoréw, czyli doktadnie w kierunku rozchodzenia sie fali. To wlasnie
ta sita odpowiada za ci$nienie promieniowania.

Obliczmy wartoé¢ sity Fp. Poniewaz v, L B, wartoé¢ sity to Fg = quv,B.
Korzystajac ze zwiazku miedzy polami w fali (B = E/c w pr6zni), otrzymujemy:

=Fg -vy=qE v, (1.45)

Fp = qu, (f) - %(qqu). (1.46)

Zauwazmy, ze wyrazenie w nawiasie (quyE) jest dokladnie réwne mocy przeka-
zywanej tadunkowi [z réwnania (1.45)]. Zatem sila parcia wywierana na poje-
dynczy tadunek wiaze si¢ z absorbowang przez niego moca relacja:

1dwW,
Fp=-—12,
B~ dt

(1.47)

Sumujac sitly dziatajace na wszystkie tadunki w o$wietlanej powierzchni,
otrzymujemy catkowita site F' dzialajaca na material, ktora zalezy od catkowitej
mocy pochtanianej P,ps:

1~ dW, Py
Fook = Fp== g — 9% 1.48
tk Z B c dt c ( )

Definiujac ci$nienie P jako sile na jednostke powierzchni (F'/A) oraz pa-
mietajac, ze moc na jednostke powierzchni to natezenie $wiatla (I = P/A),
otrzymujemy ostateczny wzér na ciSnienie promieniowania dla ciata dosko-
nale absorbujacego:

. (1.49)

Poniewaz wezesniej wykazaliSmy, ze I/c jest réwne gestosci energii u, docho-
dzimy do wniosku, ze ci$nienie Swiatta jest liczbowo réwne gestosci energii pola
przy powierzchni (P = u).

W przypadku catkowitego odbicia (np. od idealnego lustra), zmiana pedu
jest dwukrotnie wieksza, co prowadzi do dwukrotnie wyzszego ci$nienia:

21
Podb = ? (150)
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Warto na koniec zauwazy¢, ze kierunek cisnienie $wiatta jest zgodny z kie-
runkiem rozchodzenia si¢ energii, co pozwala nam zapisa¢ zaleznos¢

p- 5 (1.51)

Cc

Dygresja

Cho¢ powyzsze wyprowadzenie jest czysto klasyczne, wynik ten jest w pelni
zgodny z mechanika kwantowa. Jesli potraktujemy swiatto jako strumien
fotonéw, z ktérych kazdy niesie energie 'y = hw, to zgodnie z teorig wzgled-
nosci musi on réwniez nie$¢ ped:

pr =L =2 _pg, (1.52)

gdzie k jest warto$ciag wektora falowego. Sumaryczny ped przekazywany
przez ogromna liczbe fotonéw uderzajacych w powierzchnie daje doktadnie
to samo cisnienie makroskopowe, co sita Lorentza dzialajaca na tadunki.

1.5.4 Moment pedu
WezZmy polaryzacje kotowa prawoskretna dang réwnaniem:
E(r,t) = xEF) (r)e™ ™! + y EH) (r)ei@tHm/2), (1.53)

Zal6ézmy teraz, ze pole elektryczne tej fali dziala na tadunek elektryczny (elek-
tronu) e wprawiajac go w ruch obrotowy. Postuzymy sie tu klasycznym, pogla-
dowym modelem elektronu poruszajacego sie po orbicie kolowej pod wplywem
sity pola elektrycznego. Z II zasady dynamiki Newtona wiemy, ze zmiana mo-
mentu pedu J tadunku w czasie zalezy od momentu sily, jaki dziala na ten
tadunek:

Zaktadajac, ze sita dzialajaca na tadunek jest sita elektrostatyczna, otrzymu-
jemy:

i rEye, (1.55)
gdzie uwzgledniono fakt, ze J||(r x Eg). Praca, jaka wykonuje pole elektryczne
nad ladunkiem, dana jest zaleznoScia:

W = €E0 -8, (156)

skad tez z zasady zachowania energii mozna pokazac, ze zmiana energii w czasie
dE./dt jest réwna (zakladamy, ze sila dziala wzdluz drogi, tj. Eo||ds):

dE, ds

= E _—

at T Vat

= eEqv., (1.57)
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gdzie v, jest predkoscig elektronu. Przeksztalcajac réwnanie (1.57), otrzymu-
jemy:

dE./dt
L= , 1.58
v <Eo (1.58)
Uwzgledniajac, ze r = v, /w, réwnanie (1.58) mozna przepisa¢ do postaci:
1dE,
Epe = — 1.59
rLoe w dt ) ( )
co po wstawieniu do réwnania (1.55) pozwala zapisaé:
dJ 1dE.
— == . 1.60
dt w dt ( )
Po wycaltkowaniu tego réwnania po czasie otrzymujemy:
E
J== | 1.61
2 (161

Dygresja

Poniewaz zgodnie z mechanika kwantowa energia jest skwantowana E, =
Nhw, réwnanie (1.61) mozna przepisa¢ do postaci:

J = N&. (1.62)

7 powyzszej zaleznosci wida¢, ze moment pedu fotonu jest réwny h.

1.5.5 Oddzialywanie swiatla z materig a zasady zachowa-
nia
Wyprowadzone powyzej pojecia energii, pedu i momentu pedu fali elektroma-
gnetycznej maja fundamentalne znaczenie dla jej oddzialywania z o$rodkami
materialnymi, bowiem przy oddzialywaniu musza by¢ spelnione trzy zasady
zachowania: zasada zachowania energii, zasada zachowania pedu oraz
zasada zachowania momentu pedu. O ile spelnienie zasad zachowania
pedu jest dosé proste z uwagi na brak kwantowania tej wielkosci, o tyle w
mysl zasady zachowania energii, energia niesiona przez pojedynczy foton musi
by¢ mozliwa do przyjecia przez osrodek. Innymi stowy, w osrodku musza ist-
nie¢ poziomy energetyczne, na ktére atom moze przej$¢ po przyjeciu energii.
Przejécie to bedzie jednak mozliwe tylko wtedy, gdy spelniona zostanie ostatnia
ze wspomnianych wyzej zasad — zasada zachowania momentu pedu. Okazuje
sie bowiem, ze z uwagi na okreslona wartos¢ momentu pedu niesiong przez fo-
ton i istnienie maksymalnej wartosci momentu pedu, jaka moze posiadaé¢ atom,
atomy moga zaabsorbowaé tylko skonczona liczbe spolaryzowanych fotondw.
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W konsekwencji moze si¢ okazacé, ze nawet rezonansowe §wiatto moze nie by¢ w
osrodku absorbowane, poniewaz budujace go atomy nie sa w stanie przyja¢ od
niego momentu pedu. Prowadzi to do wielu ciekawych efektéw, takich jak pom-
powanie optyczne, elektromagnetycznie indukowana przezroczystos$é, ,,wolne” i
»szybkie” §wiatlo itp., ktére intensywnie badane sa w ramach optyki nieliniowe;j.

1.6 Podsumowanie rozdziatu

W niniejszym rozdziale sformulowano teoretyczne fundamenty optyki klasycz-
nej, wychodzac od makroskopowych réwnan Maxwella. Wykazano, ze ich sp6jny
uklad rézniczkowy prowadzi bezposrednio do falowego opisu propagacji pola
elektromagnetycznego, pozwalajac na wyznaczenie predkosci $wiatta oraz zde-
finiowanie wspolczynnika zalamania o$rodkéw materialnych. Wprowadzono
rowniez aparat matematyczny, w tym formalizm zapisu zespolonego fal mono-
chromatycznych oraz wektorowy opis stanéw polaryzacji. Zdefiniowano réwniez
wielkosci fizyczne kluczowe dla opisu transportu pola elektromagnetycznego: ge-
stosé¢ energii, natezenie Swiatla (opisane wektorem Poyntinga), a takze ci$nienie
promieniowania i moment pedu fali.

Zwr6cono ponadto uwage na fundamentalne zasady zachowania (energii,
pedu i momentu pedu) rzadzace oddzialywaniem promieniowania z materia,
co buduje naturalny pomost pomiedzy klasyczna fala a kwantowym charak-
terem absorpcji manifestujacym sie w regutach wyboru. Tak skonstruowany,
kompletny obraz fali elektromagnetycznej stanowi baze dla dalszych rozwazan
podrecznika, zaréwno dla optyki geometrycznej, jak i zjawisk dyfrakcji, interfe-
rencji czy optyki nieliniowej.

Zadania

1.1. Prosze sprawdzié, ktére z podanych ponizej funkcji opisuja fale:

() fi(z,t) = Ae b0

(b) falz,t) = Asin[b(z — vt)],
(©) f3(z1) = b(szt)"”rl’

(d) fa(z,1) :Aeb(bz2+vt),

() fs(z,t) = Asin(bz) cos®(but).

1.2. Dana jest fala elektromagnetyczna w postaci:
E(z,t) = y(30V/m) cos[(6, 28rad/m)z — (20rad/s)t + 7 /4].
Prosze wyznaczy¢:

(a) czestotliwosé,
(b) dlugosé fali,
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1.3.

1.4.

1.5.

1.6.

1.7.

(c) okres,
(d

)

) amplitude,

(e) predkosé rozchodzenia sig fali,
)

(f) kierunek rozchodzenia sie fali,

(g) kierunek polaryzacji fali.

Srednia moc promieniowania emitowanego przez Slorice réwna jest 3,9 -
1026 W. Okreél érednia amplitude pola elektrycznego fali éwietlnej dociera-
jacej do gérnej warstwy atmosfery Ziemi (odleglej od Storica o 1,5-101 m).

Typowy czerwony wskaznik laserowy emituje wiazke $wiatta o mocy P =
5 mW i promieniu przekroju poprzecznego r = 1 mm.

(a) Oblicz $rednia wartos¢ natezenia Swiatta I (wektora Poyntinga) tej
wiazki.

(b) Korzystajac z relacji miedzy natezeniem $wiatla a amplituda pola
elektrycznego, oblicz Ej.

(c) Wiedzac, ze w préozni (i w powietrzu) Ey = ¢By, oblicz amplitude
indukcji pola magnetycznego By tej fali Swietlnej.

(d) Poréwnaj otrzymang warto$é By ze $rednim natezeniem ziemskiego
pola magnetycznego (ok. 50 uT). Co ten wynik méwi o tym, dlaczego
w optyce oddzialywanie $wiatla z materia opisuje sie gléwnie poprzez
pole elektryczne?

Prosze obliczy¢ cis$nienie, jakie na powierzchni Ziemi wywiera promienio-
wanie emitowane ze Stonca. Dla uproszczenia prosze przyjac, ze natezenie
tego $wiatla, zwane stala sloneczna, jest réwne 1400 W/m?.

Wiazka atoméw sodu emitowana jest kierunkowo z pieca. Predkosé¢ ato-
méw opuszczajacych piec jest réwna 500 m/s. Atomy te oSwietlane sa
rezonansowa wiazka $wiatla o dlugosci fali 590 nm. Po wzbudzeniu atom
powraca do stanu podstawowego emitujac foton w przypadkowym kie-
runku. W ten sposob éredni przekaz pedu przy absorpcji jednego fotonu
rowny jest pedowi fotonu. Prosze obliczy¢:

(a) Ile fotonéw musi byé¢ zaabsorbowanych, zeby calkowicie zatrzymaé
atom?

(b) Jaka droge w tym czasie przebeda spowalniane atomy? Dla obli-
czen prosze przyjaé, ze fotony absorbowane sa natychmiast po tym
jak atom znajdzie si¢ w stanie podstawowym, podczas gdy reemisja
zaabsorbowanych fotonéw odbywa sie po czasie T' = 16 ns.

W czytnikach DVD typu Blu-ray zainstalowany byl laser niebieski o dlu-
gosci fali 405 nm i mocy 30 mW. Zakladajac, ze promien laserowy skupiany
jest na powierzchni okregu o érednicy 400 nm, prosze obliczy¢ liczbe foto-
néw padajaca na powierzchni¢ plyty w ciagu sekundy.
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1.8.

1.9.

1.10.

1.11.

Swiatlo lampy blyskowej (550 nm) zasilanej napieciem 3 V, przez ktéra w
czasie blysku przeplywa prad o natezeniu 0,25 A, emitowane jest kierun-
kowo w walec o polu poprzecznym 10 cm?. Zaktadajac, ze efektywnosé
konwersji energii na $wiatlo wynosi 1%, prosze obliczy¢ liczbe fotonéw
emitowanych z lampy w ciagu blysku.

Laser femtosekundowy emituje $wiatto w postaci impulséw o czasie trwa-
nia 10 fs i czestotliwoci repetycji 1 kHz. Srednia moc $wiatla emitowa-
nego przez laser wynosi 5 W, a srednica wigzki Swiatta wynosi 2 mm.
Zakltadajac prostokatny ksztalt impulsu Swiatta emitowanego przez laser,
oblicz érednia wartos¢ natezenia pola elektrycznego w impulsie. Poréwnaj
otrzymana wartos¢ z:

(a) wartodcia pola elektrycznego powstalego na powierzchni kuli (r =
30 cm) generatora Van de Graaffa naladowanego do potencjatu 100 kV,

(b) wartoscig pola elektrycznego, jakie odczuwa elektron na powloce wa-
lencyjnej w atomie uranu.

Wiazka $wiatla lasera o mocy P = 1 W i dlugoéci fali A = 532 nm
jest calkowicie spolaryzowana kolowo (prawoskretnie). Wiazka ta pada
prostopadle na idealnie pochtaniajaca, zawieszona swobodnie mata tarcze
i zostaje przez nig w 100% zaabsorbowana.

(a) Ile fotonéw uderza w tarcze w ciagu jednej sekundy?

(b) Pamietajac, ze kazdy foton fali spolaryzowanej kolowo niesie moment
pedu rowny h, oblicz caltkowity moment pedu przekazywany tarczy
w ciagu jednej sekundy.

Krétki impuls Swiatla lasera zostaje wprowadzony do rdzenia swiattowodu
ze szkta kwarcowego o dlugosci L = 15 km. Wzgledna przenikalnosé elek-
tryczna tego szkla dla uzytej dtugosci fali wynosi €, =~ 2,16, a przenikal-
no$¢ magnetyczna mozna uznaé za réwna przenikalnosci prézni (p, = 1).

(a) Oblicz wspélczynnik zalamania n tego szkla.

(b) Oblicz czas, jakiego potrzebuje impuls $wiatla na pokonanie catego
Swiattowodu, i poréwnaj go z czasem, jakiego potrzebowalby na po-
konanie tego samego dystansu w prozni.
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Rozdziat 2

Optyka geometryczna

2.1 Rownanie Helmholtza

Rozwazmy tréjwymiarowe réwnanie falowe

1 02
<V2 - > E(r,t) =0, (2.1)
do ktérego podstawiamy rozwigzanie w postaci fali monochromatycznej
EF) (r,t) = EF)(r)e ™, (2.2)

Podwdjne rézniczkowanie po czasie pozwala na zapisanie réwnania (2.1) w po-
staci

(V2 + k) EM(r) = 0, (2.3)

gdzie k = w/v = w,/ep jest liczba falowa opisujaca propagacje fali w o$rodku
o stalej dielektrycznej € oraz przenikalnoSci magnetycznej p. Rownanie to,
zwane rOwnaniem Helmholtza, zalezy tylko od skladowych przestrzennych,
co sprawia, ze pozwala ono okresli¢ rozktad pola elektrycznego swiatta w prze-
strzeni. W tej sytuacji, korzystajac z definicji wspdlczynnika zatamania n, mo-
zemy nadaé réwnaniu (2.3) postaé:

VZED) (r) + 2 EM(r) = 0, (2.4)

gdzie ko = w/c jest liczba falowa opisujaca propagacje fali w prézni.

Warto zwrdcié uwage, ze réwnanie (2.4) pozwala okreslié propagacje $wiatla
w os$rodku, nie tylko w przypadku gdy state przenikalnosci elektrycznej i magne-
tycznej nie zaleza od potozenia, ale rowniez w przypadku gdy sa one funkcjami
polozenia, tj. gdy e(r) # const i u(r) # const. W takim przypadku réwnanie
Helmholtza nalezy albo rozwiazaé¢ niezaleznie w kazdej podprzestrzeni opisa-
nej stalymi warto$ciami € oraz u, a nastepnie narzuci¢ na rozwiazania warunki
ciaglosci i w ten sposob dobraé wartosci stalych w rozwiazaniu, albo sparametry-
zowaé réwnanie i rozwiazaé je analitycznie (o ile to mozliwe) lub numerycznie.
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2.2 Roéwnanie eikonatu i przyblizenie optyki geo-
metrycznej

Zal6zmy, ze propagacje $wiatla w przestrzeni (np. w osrodku o zmiennym wspol-
czynniku zalamania n(r)) opisuje réwnanie falowe, ktére dla fali monochroma-
tycznej sprowadza si¢ do réwnania Helmholtza [réwnanie (2.4)]. W ogdlno-
Sci pole elektryczne jest wielko$cig wektorowa, jednakze w wielu zagadnieniach
optyki mozna uprosci¢ opis, analizujac kazda z jego sktadowych kartezjanskich
osobno jako wielkos$¢ skalarna. Oznaczmy taka wybrana skladowa zespolonego
pola elektrycznego przez E(F)(r).

Zaproponujmy rozwigzanie rownania Helmholtza w postaci fali, w ktoérej
wyraznie rozdzielimy cze$¢ amplitudows od czynnika fazowego:

EM)(r) = By (r)etho i) (2.5)

gdzie E(ng) (r) jest rzeczywista amplituda przestrzenna, ko = 27/ A jest liczba fa-
lowa w prézni, a R(r) jest poszukiwang rzeczywista funkcja skalarna, ktéra okre-
sla rozklad fazy w przestrzeni. Powierzchnie zdefiniowane réwnaniem R(r) =
const stanowig powierzchnie stalej fazy, czyli tzw. czotla fali.

Aby sprawdzié¢, pod jakimi warunkami funkcja (2.5) spelnia skalarne réw-
nanie Helmholtza V2E(™) + k2n?(r) E(T) = 0, musimy wyznaczy¢ jej laplasjan.

Korzystajac ze wzoru na pochodng iloczynu, w pierwszym kroku obliczamy
gradient pola:

VE®) (1) = [VE(S+ (1) + ik ESP (£)VR(r) | 0B, (2.6)

Nastepnie, stosujac operator dywergencji (V-) do powyzszego wektora, po upo-
rzadkowaniu wyrazéw otrzymujemy laplasjan:

VZECD (r) = {V2E(" () - KEEGY () VR ()
+ iko (Eé” (r)V2R(r) + 2VE{V(x) - VR(r)) } ko) (2.7)
Wstawmy teraz wyznaczony laplasjan (2.7) z powrotem do réwnania Helm-

holtza. Czynnik wykladniczy e?0f(*) wystepuje w kazdym wyrazie, wiec ulega
skréceniu, co prowadzi do réwnania:

V2B BESD (VR) + ik (ESV V2R +2VESY - VR) + kgn?(r) BSY) = 0.

(2.8)
Dla przejrzystosci podzielmy obie strony tego réwnania przez wyraz k%EéH i
pogrupujmy czlony:

(+) ,
{n*(r) - [VR(r)}2}+v2E°7+(r)+i <V2R(r) +

+) _
VE" (r)-VR(x) | = 0.
KES (x) ko

EP @ A
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Powyzsze réwnanie musi by¢ spelnione jednoczesnie dla czesci rzeczywistej
i urojonej. W tym miejscu wprowadzamy kluczowe zalozenie, ktére pozwala
nam przejé¢ od falowego opisu $wiatla do optyki geometrycznej. Rezim ten
obowiazuje, gdy dlugosé¢ fali $wietlnej jest zaniedbywalnie mata w poréwnaniu
z rozmiarami elementéw uktadu optycznego i niejednorodnosciami o$rodka, co
matematycznie zapisujemy jako granice A\g — 0 (a zatem kg — o0). W tej
granicy czlony zawierajace w mianowniku kg oraz k2 daza do zera:

1 1

— —0 oraz — —0. 2.10
o R (2.10)
Pozwala to na calkowite pominiecie drugiego i trzeciego wyrazu w réwnaniu
(2.9). W rezultacie, z czedci rzeczywistej pozostaje jedynie bardzo proste i
eleganckie réwnanie rézniczkowe:

[VR(r)]* = n?(r). (2.11)

Z réwnania [VR(r)]? = n%(r) wynika, ze kwadrat dtugosci wektora gradientu
eikonatlu jest réwny kwadratowi wspoétczynnika zalamania. Poniewaz dlugosé
wektora z definicji jest nieujemna, a wspétezynnik zatamania n(r) > 0, wnio-
skujemy, ze warto$é¢ (dlugosé) wektora gradientu eikonalu w kazdym punkcie
wynosi:

IVR(r)| = n(r). (2.12)

Z matematyki wiemy, ze kazdy wektor mozemy zapisaé jako iloczyn jego dtugo-
Sci oraz wektora jednostkowego (wersora) wskazujacego jego zwrot. Oznaczmy
ten kierunkowy wersor jako s(r) (gdzie |s| = 1). Pozwala to na wektorowy
zapis powyzszej zaleznoSci, co prowadzi do fundamentalnego dla catej optyki
geometrycznej réwnania eikonatu:

VR(r) = n(r)s(r), (2.13)

gdzie funkcja skalarna R(r) nosi nazwe eikonalu (od greckiego stowa eikon
oznaczajacego obraz lub podobizne).

Roéwnanie to niesie ze soba gleboka fizyczna interpretacje zachowania fali
Swietlnej, ktéra mozemy rozbi¢ na dwa aspekty:

1. Z definicji matematycznej wektor gradientu funkcji skalarnej (VR) jest za-
wsze prostopadly do powierzchni jej stalej wartosci. Poniewaz powierzch-
nie R(r) = const reprezentuja czola fali, wersor s(r) wyznacza lokalny
kierunek prostopadly do czola fali. Kierunek ten definiuje tor, wzdiuz
ktorego transportowana jest energia Swietlna.

2. Dlugosé gradientu informuje nas, jak szybko narasta wartosé funkcji. Row-
nanie eikonatu stwierdza, ze faza fali zmienia sie w przestrzeni tym gwal-
towniej, im wiekszy jest wspdlczynnik zalamania n(r) w danym punk-
cie. Jest to w pelni zgodne z intuicja fizyczna: w osrodku gestszym
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optycznie (wieksze n) $wiatlto spowalnia, a jego dlugosé fali ulega skré-
ceniu (A = A\g/n). W konsekwencji, na tym samym odcinku drogi fala
"upakowuje”’wiecej cykli oscylacji, co oznacza szybszy przyrost fazy prze-
strzennej.

W ten sposéb réwnanie eikonatu stanowi elegancki i bezposredni pomost
pomiedzy fizyka falowa (czola fali) a optyka geometryczna. Te abstrakcyjne
krzywe przestrzenne, do ktorych wektor s jest w kazdym punkcie styczny, nazy-
wamy w fizyce promieniami Swietlnymi, a badanie ich zachowania stanowi
fundament optyki geometryczne;j.

2.3 Zasada Fermata

Roéwnanie eikonalu (2.13) wyznacza droge, po ktérej rozchodza sie promienie
Swietlne w danym osérodku, przy czym moze to byé¢ osrodek cechujacy sie nie-
jednorodnym wspélczynnikiem zalamania, n(r) # const. Z fenomenologicznego
punktu widzenia bieg promienia pomiedzy dwoma punktami moze by¢ takze wy-
znaczony w oparciu o zasade Fermata, w mysl ktérej promien swietlny porusza
sie pomiedzy dwoma punktami w przestrzeni w taki sposob, Ze czas przejscia po-
miedzy tymi punktami jest minimalny. Warto podkresli¢, ze w osrodku moze
istnie¢ wiecej niz jeden promien, ktéry minimalizuje czas przejécia pomiedzy
dwoma punktami.

Jak wspomniano wyzej, zasada Fermata jest prawem fenomenologicznym
sformulowanym po raz pierwszy przez Pierra Fermata (1601-1665) w 1658 roku.
Jak sie jednak okazuje, moze ona zosta¢ wyprowadzona z réwnania eikonatu.
Aby to wykazaé, obliczmy rotacje z rownania eikonaltu

V x [n(r)s(r)] = V x [VR(r)]. (2.14)

7 wlasnosci operatoréw rézniczkowych wynika, ze rotacja z gradientu jest rowna
zero. Dlatego tez prawa strona réwnania (2.14) znika. Scalkujmy teraz lewa
strone réownania (2.14) po powierzchni zamknigtej i skorzystajmy z twierdzenia
Stokesa. W takim przypadku otrzymujemy

/ Y x [n(r)s(r)]da :jf n(x)s(r) - dl = 0, (2.15)
A C

Poniewaz catka po powierzchni zamknietej C' jest réwna zero, oznacza to, ze
nie zalezy ona od drogi. Wybierzmy teraz w przestrzeni dwa punkty A i B i
zalézmy, ze droga laczaca je ze soba przebiega wzdtuz krzywej, ktéra w kazdym
punkcie jest styczna do wersora s(r). W takim przypadku iloczyn skalarny s(r) i
dl mozna zapisaé jako s(r)-dl = dl, gdyz kat miedzy tymi wektorami jest réwny
zero w kazdym miejscu wzdluz drogi. Dla kazdej innej drogi kat pomiedzy
s(r) i dl jest niezerowy, co sprawia, ze cosinus kata miedzy tymi wektorami jest
mniejszy niz 1. Z drugiej jednak strony, na mocy naszej wcze$niejszej dyskusji
wiemy, ze sama calka (2.15) przyjmuje te sama warto$é dla wszystkich drog.
Oznacza to, ze iloczyn n(r)dl wycalkowany wzdtuz innej drogi musi by¢ wiekszy

22

Doswiadczenie
Propagacja
Swiatta w
akwarium
wypelnionym
wodnym
roztworem soli



niz ten przebiegajacy wzdluz s(r) (zeby zrekompensowaé mniejsza od jednosei
warto$¢ cosinusa). Pozwala to zatem zapisaé

/A ’ n(r)s(r) - dl = min { /A ’ n(r)dl} . (2.16)

Calka w argumencie funkcji minimum (min) nazywana jest droga optyczna.
Warto zwréci¢ uwage, ze droga optyczna rézni sig od drogi geometrycznej tym,
ze uwzglednia ona wolniejsze rozchodzenie si¢ fali w osrodku zwigzane z wiek-
szym od jedno$ci wspolczynnikiem zatamania. Oznacza to, ze najkrétsza droga
geometryczna nie musi byé tozsama z najkrétsza droga optyczna (dzieje sie
tak tylko w osrodkach jednorodnych). Zauwazmy na koniec, ze droge optyczna
mozna w prosty sposéb zwiazaé z czasem przejscia pomiedzy dwoma punktami
At|B. Przeksztalcajac réwnanie

cdt
dl =v(r)dt = —, 2.17
()it = 5 (217)
poprzez wymnozenie go przez wspolezynnik zalamania n(r) oraz scatkowanie od
punktu A do punktu B otrzymujemy, ze czas przejscia miedzy tymi punktami
dany jest zaleznoscia

B
At)B = M' (2.18)

Laczac ze soba réwnania (2.18) oraz (2.16) mozna stwierdzi¢, ze promien $wietlny
porusza sie po drodze, dla ktérej minimalizowany jest czas przejécia, co jest tre-
Scig zasady Fermata.

2.4 Prawa optyki geometrycznej

Jak wczesniej wspomniano z optyka geometryczna mamy do czynienia, w przy-
padku gdy dlugosé fali Swiatta, a co za tym idzie wszystkie zjawiska zwigzane z
jego falowa natura, moga by¢ zaniedbane. W takim przypadku prawa optyki re-
dukuja sie do prostych praw geometrycznych, ktérym podlega promien swietlny.
Co ciekawe, prawa optyki systematycznie badane byly juz w starozytnosci przez
Empedoklesa (494-434 p.n.e.) i Euklidesa (365-295 p.n.e), za$ samo prawo za-
tamania opisane zostalo na poczatku XVI wieku przez holenderskiego uczonego
Willebrorda Snella (1580-1626).

2.4.1 Prawo odbicia

Pierwszym prawem optyki geometrycznej jest prawo odbicia. Zgodnie z nim
promient $wietlny odbija sie od granicy dwoéch osrodkéw w taki sposéb, ze kat
padania a;, réwny jest katowi odbicia «,

ap = o, (2.19)
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przy czym oba katy liczone sa wzgledem normalnej do powierzchni, od ktérej
odbija sie swiatto.

2.4.2 Prawo zalamania

Drugim prawem optyki geometrycznej jest prawo zalamania, znane réwniez
pod nazwa prawa Snella. Zgodnie z nim stosunek sinusa kata padania a
do sinusa kata zalamania «, ma si¢ tak, jak stosunek wspélczynnikéw zatama-
nia oérodka, do ktérego zalamuje si¢ Swiatto do osrodka, z ktorego Swiatto sie
zalamalo

nysinoy, = nasina,, (2.20)

gdzie my i ng to odpowiednio wspoélczynniki zalamania osrodkéw, z ktérego i
do ktoérego zalamalo sie $wiatto, za$ a i o, podobnie jak w przypadku prawa
odbicia, liczone sa wzgledem normalnej do powierzchni.

2.4.3 Zjawisko calkowitego wewnetrznego odbicia

Z ciekawym zjawiskiem mamy do czynienia w przypadku wyjscia z osrodka gest-
szego optycznie, tj. osrodka o wiekszym wspélczynniku zalamania, do osrodka
rzadszego optycznie, tj. do osrodka o mniejszym wspélczynniku zatamania. W
takiej sytuacji istnieje pewien kat, zwany katem granicznym ay,, dla ktérego
$wiatlo zatamane porusza si¢ wzdluz granicy o$rodkéw, a, = 7/2. By spelnione
byto prawo Snella dla katéw padania wiekszych od kata granicznego, oy, > agr,
sinus kata zalamania musialby przyjmowac¢ wartosé¢ wigksza od jednosci. Po-
niewaz nie jest to mozliwe, zmienié¢ sie musi charakter oddzialywania $wiatla.
Konsekwencja tego jest odbicie od, a nie zalamanie na granicy dwoch o$rodkéw.
Zjawisko to nosi nazwe zjawiska calkowitego wewnetrznego odbicia.

Warto w tym miejscu zauwazy¢, ze z punktu widzenia optyki falowej podczas
calkowitego wewnetrznego odbicia rzeczywiscie dochodzi do odbicia $wiatta od
powierzchni, ale sam proces i zachowanie $wiatta na granicy dwoéch osrodkéw
jest ztozony. Przyjrzymy sie temu zagadnieniu blizej podczas omawiania praw
rzadzacych zachowaniem $wiatla w ramach optyki falowe;j.

2.4.4 Prawo odbicia i zalamania a zasada Fermata

Zaréwno prawo odbicia, jak i prawo zalamania mozna wyprowadzi¢ z zasady
Fermata. W szczegdlnosci dokonujac minimalizacji drogi optycznej przy odbi-
ciu od zwierciadla plaskiego, mozna tatwo pokazaé, ze czas przejécia pomiedzy
dwoma punktami jest minimalny, gdy kat padania jest réwny katowi odbicia.
Analogicznie mozna pokazacé, ze czas przejécia miedzy dwoma punktami znajdu-
jacymi sie w oérodkach o réznych wspélczynnikach zalamania jest najmniejszy
wtedy, kiedy stosunek sinusow katow padania i zalamania spelnia relacje dang
prawem zalamania.
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2.5 Przyblizenie przyosiowe i macierze ABCD

Opis zachowania $wiatla przy pomocy praw geometrycznych otwiera mozliwosé
wykorzystania algebry do opisu propagacji promienia $wiatta. Punktem wyj-
Scia do tego typu opisu jest operowanie w ramach tzw. przyblizenia przy-
osiowego. Oznacza ono, ze ograniczamy swoje rozwazania jedynie do promieni
prawie réownolegltych do osi optycznej ukladu. Operowanie w ramach przy-
blizenia przyosiowego ma konkretna konsekwencje. Pomiedzy katem 6, pod
ktérym promient porusza sie wzgledem osi optycznej, a jego funkcjami trygo-
nometrycznymi zachodzi zwiazek 0 = sinf =~ tgfl. Na przyblizenie przyosiowe
mozna zatem patrzeé¢ jak na konsekwencje rozwiniecia funkcji trygonometrycz-
nych w szereg Taylora i pdzniejsze uwzglednienie jedynie liniowych elementéw
rozwiniecia tych funkcji.

2.5.1 Konwencja znakéw (Konwencja kartezjariska)

Zanim przejdziemy do algebraicznego opisu uktadéw optycznych za pomoca ma-
cierzy, konieczne jest rygorystyczne zdefiniowanie regul okreslajacych znaki po-
szczegblnych parametréow geometrycznych, takich jak promienie krzywizn, katy
propagacji czy odleglosci. W optyce geometrycznej standardowo przyjmuje si¢
tzw. konwencje kartezjanska. Opiera sie ona na umieszczeniu wierzchotka
elementu optycznego w poczatku uktadu wspétrzednych i analizie propagacji
wzgledem osi optycznej (0§ z) oraz osi poprzecznej (0$ y).

Aby zapewnié¢ pelna sp6jnosé wyprowadzanych w dalszej czesci réwnan (m.in.
macierzy ABCD, wzoru szlifierzy soczewek czy réwnania soczewkowego), w calej
ksiazce bedziemy stosowaé reguly zebrane w Tabeli 2.1.

Przyjecie powyzszej konwencji ttumaczy bezposérednio reguly stosowane w
kolejnych podrozdzialach — okresla na przykiad dlaczego po odbiciu od zwier-
ciadla odleglo$¢ przebyta przez promien przyjmuje warto$é ujemng (d — —d), a
promienie krzywizn powierzchni wypuklych i wklestych maja przeciwne znaki.

2.5.2 Macierz ABCD dla pustej przestrzeni

Rysunek 2.1 przedstawia rozchodzenie si¢ promienia $wietlnego w o$rodku jed-
norodnym. Analizujac go, mozna latwo zauwazy¢, ze znajac takie parametry
promienia jak jego wysoko$¢ nad osig optyczna y; oraz kat, jaki z nig tworzy 6,
w punkcie z; (warto$¢ kata 6 miesci sie w przedziale od —m/2 do 7/2), jeste$my
w stanie okresli¢ parametry tego promienia w punkcie zo oddalonym wzdtuz osi
optycznej o d

y2 = 1 +digh =y +doy, (2.21)
02 = 61 (2.22)

Roéwnania te mozna w zgrabny sposéb zapisa¢ w postaci macierzowej
Y2 | 1 d Y1
=l 1] 229
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Tablica 2.1: Kartezjanska konwencja znakdéw stosowana w optyce geometrycznej
i formalizmie macierzowym ABCD.

Wielko$¢ fizyczna

Znak dodatni (+4)

Znak ujemny (-)

Kierunek
Swiatla

padania

Swiatlo propaguje sie po

czatkowo z lewej strony

w prawo, tj. wzdluz dodatniej osi z.

Wysoko$¢é promienia

(v)

Promien znajduje sie
powyzej osi optyczne;j.

Promien znajduje sie
ponizej osi optyczne;j.

Kat propagacji pro-
mienia (6)

Promien odchyla sie w
gére (rosnie wartosé y
wzdluz osi z).

Promien odchyla sie w
dél (maleje wartosé y
wzdluz osi z).

Promienn krzywizny

(R)

Srodek krzywizny po-
wierzchni (C) lezy po

Srodek krzywizny po-
wierzchni (C) lezy po
lewej stronie wierz-
chotka  (powierzchnia
wklesta dla padajacego
Swiatla).

Odlegltosé wzdtuz osi
(d,a,b)

prawej stronie wierz-
chotka  (powierzchnia
wypukla dla padajacego
Swiatla).

Mierzona w  prawo
(zgodnie z  poczat-
kowym kierunkiem
Swiatla).

Mierzona w lewo (pod
prad, np. droga prze-
byta po odbiciu od
zwierciadla).

Ogniskowa (f)

Uklad skupiajacy (np.
soczewka dwuwypukla,
zwierciadlo wklesle).

Uktad rozpraszajacy
(np. soczewka dwuw-
klesta, zwierciadto wy-
puktle).

Macierz transformacji promienia przy propagacji w osrodku jednorodnym mozna

zapisaé jako

1 d
w4

(2.24)

Warto podkresli¢, ze dla propagacji w kierunku przeciwnym do osi optycznej
odlegto$¢ d przyjmuje warto$é¢ ujemna, tj. d — —d.
Zapis propagacji Swiatta w postaci macierzy nosi nazwe formalizmu macie-
rzowego ABCD i pozwala on w bardzo prosty sposéb wyznaczaé propagacje
Swiatta w ukltadach optycznych. By bylo to jednak mozliwe, musimy do opisu

macierzowego wprowadzi¢ prawo odbicia i zalamania.
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Rysunek 2.1: Rozchodzenie si¢ promienia swietlnego w osrodku jednorodnym.
Znajomo$¢ wysokosci y; promienia nad osig optyczna w punkcie z; oraz kata
0, w tym punkcie pozwala na obliczenie wysokosci yo i kata 62 w punkcie zs
oddalonym od punktu z; o d.

2.5.3 Macierz ABCD dla odbicia

Rozwazmy najpierw odbicie od powierzchni sferycznej. Nalezy podkresli¢, ze o
ile na rys. 2.2 przedstawiono jako przyklad odbicie od powierzchni wklestej, pro-
wadzone rozwazania sa ogoélne i obowiazuja réwniez dla powierzchni wypukle;j.

Rysunek 2.2: Odbicie od powierzchni sferycznej.

Przy odbiciu od powierzchni nie zmienia si¢ pozycja (wysokosé) promienia
Swietlnego, tzn. ys = y;. Zastandéwmy sie teraz nad transformacja katéw.
7 zaleznosci geometrycznych widaé, ze kat propagacji $wiatla po odbiciu jest
rowny

0y = —(91 + oy, + OZO) = —(91 + QOép), (225)

gdzie skorzystaliémy z prawa odbicia, o), = a,. Warto réwniez zwréci¢ uwage,
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ze w réwnaniu pojawil sie znak minus. Jest on skutkiem przyjetej przez nas
konwencji, w mysl ktorej zmiana kierunku propagacji Swiatta na przeciwny po-
woduje zmiane znaku (w tym przypadku, zmiang znaku kata).

Zauwazmy teraz, ze kat padania moze by¢ wyrazony poprzez kat ¢, jaki
odcinek laczacy srodek krzywizny zwierciadla z punktem padania promienia
tworzy z osig optyczna:

o = ¢ — 0. (2.26)

Podstawiajac réwnanie (2.26) do réwnania (2.25), otrzymujemy:
0y = 0, — 20. (2.27)

Wykorzystujac teraz przyblizenie przyosiowe, kat ¢ mozna powiazaé¢ z wyso-
koscia padania promienia y; oraz promieniem krzywizny R. Pamietajac o na-
szej kartezjanskiej konwencji znakow, srodek krzywizny zwierciadla wklestego
lezy w ujemnej czesci osi z, zatem jego promien R przyjmuje warto$¢ ujemna
(R < 0). Geometrycznie kat ¢ wynosi y1/|R)|, co algebraicznie pozwala nam
zapisaé ¢ ~ —y1/R. Podstawiajac to do powyzszego réwnania, otrzymujemy:

92m91—2(—@) =0, +24 (2.28)

Powyzsze réwnanie sprzezone z warunkiem braku zmiany wysokosci (y2 = y1)
moze by¢ zapisane w zwartej postaci macierzowej:

[Zj N E{ (1)} Bj ) (2.29)

co pozwala na bezposrednie wyznaczenie macierzy ABCD opisujacej odbicie od
powierzchni sferycznej:

M, = [% 0] . (2.30)

Zwroéémy uwage na wewnetrzng spdjnosé z nasza tabela znakow: dla zwierciadta
wklestego (skupiajacego) promieri krzywizny R jest ujemny. Woéwczas element
C = 2/R staje si¢ ujemny, co oznacza, ze promiefi biegnacy poczatkowo réwno-
legle do osi optycznej (y; > 0, 81 = 0) zostanie odchylony w dét (03 < 0), czyli
poprawnie zogniskowany w jej strone.

Nalezy podkreslié, ze macierz (2.30) jest macierza uniwersalna dla kazdej
sferycznej powierzchni odbijajacej. Aby opisaé¢ odbicie od powierzchni wypuktej,
zgodnie z Tabela 2.1 wystarczy podstawi¢ warto$¢ promienia R > 0. Na koniec
zauwazmy, ze dla odbicia od zwierciadla plaskiego promient krzywizny dazy do
nieskoniczonosci (R — 00), przez co element macierzowy C znika, pozostawiajac
macierz jednostkowa.
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2.5.4 Macierz ABCD dla zalamania

Analogiczne rozwazania do tych przedstawionych powyzej mozna przeprowa-
dzi¢ dla zalamania promienia na granicy dwéch osrodkéw o wspotezynnikach
zalamania n; i ny. Podobnie jak w poprzednim podrozdziale, cho¢ na rys. 2.3
przedstawiony zostal przypadek zalamania na powierzchni wypuktej, to poniz-
sze rozwazania sa ogolne.

Rysunek 2.3: Zalamanie na granicy sferycznej dwoch osrodkéow o wspodtezynni-
kach zalamania n; i ns.

Podobnie jak w przypadku odbicia, rowniez w przypadku zalamania pozycja
promienia (wysoko$é) bezposrednio na granicy osrodkéw nie ulega zmianie, tj.
y2 = y1. Dodatkowo, korzystajac z relacji geometrycznych, mozemy zwiazaé
katy 6 i 02 z katami padania «a,, zalamania o, oraz katem ¢, jaki odcinek 1a-
czacy $rodek krzywizny powierzchni z punktem padania tworzy z osia optyczna:

ap:¢+91;

o — 510, (2.31)

Nalezy w tym miejscu zauwazy¢, ze w przeciwienstwie do odbicia, przy zala-
maniu promien $wiatla wciaz propaguje sie w dodatnig strone osi optycznej
i w konsekwencji znak 0y (wynikajacy z konwencji opisu kierunku) nie ulega
odwroceniu.

Mozemy teraz skorzystaé¢ z prawa Snella w przyblizeniu przyosiowym

N0y & N0, (2.32)
ktére po podstawieniu do uktadu réwnan (2.31) i przeksztalceniu daje

=124 Mg (2.33)
n2

n2
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Po podstawieniu zaleznosci trygonometrycznych w przyblizeniu matych katéw,
¢ =~ sin ¢ = y1 /R, otrzymujemy

fy = mTmy Egl. (2.34)

no R No

Réwnanie (2.34) pozwala ostatecznie zapisaé¢ réwnanie dla zalamania na po-
wierzchni wypuktej w formie macierzowej

y2 1 0 yl
= | ni—no ni . 2.35
[02} { na2R nj [91} ( )

Macierz zatamania dana jest zatem zaleznoscia

1
M, = [nl_m ,?1] . (2.36)

na R no

Zaznaczmy na koniec, ze podobnie jak wczesniej obowiazuje konwencja do-
tyczaca znaku promieni krzywizny.

2.5.5 Propagacja promienia w przestrzeni a macierze ABCD

Jedng z podstawowych zalet podejscia macierzowego jest mozliwos¢ opisu pro-
pagacji $wiatta w zlozonych uktadach optycznych poprzez mnozenie ze soba ma-
cierzy odpowiadajacych za zachowanie promienia czy to w pustej przestrzeni,
czy przy odbiciu od lub zalamaniu na granicy dwoch osrodkéw

Ai2..n Bia.m

Mo = =M, ... My M
12 [012...n D12...n:| 2

_ An Bn A2 BZ Al Bl
o Cn Dn o CQ D, Cl Dy ’
2.5.6 Wlasciwosci macierzy ABCD

Jak sie okazuje, elementy macierzy ABCD nie sg dowolne, ale wykazuja bar-
dzo uzyteczne wlasciwos$ci matematyczne. fatwo pokazaé w oparciu o macie-
rze propagacji w pustej przestrzeni (2.24) oraz odbicia (2.30), ze wyznacznik
tych dwéch macierzy jest dokladnie rowny jeden. Inaczej zachowuje sie jednak
macierz zalamania (2.36) na granicy dwéch osrodkdéw, dla ktérej wyznacznik
Wynosi:

(2.37)

det M, = L. (2.38)

na
7 wtlasnoéci algebry wiemy, ze wyznacznik iloczynu macierzy jest rowny
iloczynowi ich wyznacznikéw. JeSli rozwazymy promien przechodzacy przez
uklad optyczny skladajacy sie z wielu granic osrodkéw (np. ny — ng — ng),
to wewnetrzne wspolezynniki w iloczynie wyznacznikéw ulegna skréceniu (np.
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Z—;Z—z = Z—;) Oznacza to, ze dla dowolnego zlozonego ukladu optycznego, w
ktérym promient zaczyna swéj bieg w oérodku o wspélczynniku zatamania np,
a konczy w o$rodku o wspétczynniku ng, wyznacznik wypadkowej macierzy M
WYnosi:
det M = 2. (2.39)
ng
W najczedciej spotykanym w praktyce przypadku, wtedy kiedy promien za-
czyna i kohiczy swdj bieg w tym samym osrodku (np. s$wiatlo przechodzace
przez szklang soczewke lub zlozony obiektyw umieszczony w catosci w powie-
trzu), stosunek ten wynosi 1. Wtedy i tylko wtedy wyznacznik macierzy catego
uktadu optycznego jest jednostkowy:

det M = 1. (2.40)

Stanowi to potezne narzedzie diagnostyczne — obliczajac macierz ABCD skom-
plikowanego uktadu optycznego znajdujacego sie¢ w powietrzu, zawsze warto na
koniec sprawdzi¢, czy AD — BC = 1, co pozwala szybko wykryé¢ ewentualne
btedy rachunkowe.

2.6 Odbicie od zwierciadla

2.6.1 Rownanie soczewkowe dla zwierciadla

Rozwazmy przypadek, w ktérym przyosiowy promien $wietlny, opisany poloze-
niem g1 i katem 6,, propaguje sie w przestrzeni na odleglos¢ a , po czym odbija
sie od lustra sferycznego i rozchodzi si¢ w przeciwnym kierunku na odleglosé —b
(zgodnie z przyjeta przez nas konwencja kartezjariska). Macierz opisujaca taki
przypadek mozna zapisa¢ w postaci:

R e ) P A e R

Zalézmy teraz, ze punkt yi, znajdujacy sie w odlegloéci a, jest przedmiotem,
ktéry checemy zobrazowaé. Aby powstal ostry obraz tego punktu w plaszczyznie
odleglej o —b, wszystkie promienie opuszczajace ten punkt (tj. poruszajace sie
pod réznymi, malymi katami ;) musza przeciaé sie¢ w tym samym miejscu w
przestrzeni. Oznacza to, ze dla ogdlnego ukladu opisanego macierza ABCD:

yv2| _ A B||wn

=) -1¢ Bl e
polozenie obrazu y» nie moze zaleze¢ od poczatkowego kata emisji ;. Waru-
nek ten matematycznie sprowadza si¢ do tego, ze wyraz B macierzy ukladu

musi byé tozsamosciowo réwny zero (B = 0). Wykorzystujac ten warunek dla
wyprowadzonej wezesniej macierzy (2.41), otrzymujemy:

—-b——=0 2.43
a R ? ( )

31



skad po podzieleniu obustronnie przez ab i przeniesieniu wyrazéw otrzymujemy
rygorystyczna relacje miedzy polozeniem przedmiotu i obrazu:

= (2.44)

Zalézmy teraz, ze przedmiot umieszczony jest w nieskoriczonosci (a — 00).
Zgodnie z réwnaniem (2.44), obraz powstanie w odleglosci b = R/2. Pamie-
tajac, ze w macierzy wejSciowej zalozyliSmy propagacje wsteczng na odlegtosé
—b, fizyczna wspélrzedna punktu przeciecia osi wynosi —R/2. Jest to miejsce
charakterystyczne, gdyz wszystkie promienie propagujace sie poczatkowo row-
nolegle do osi optycznej skupia¢ si¢ beda w tym konkretnym punkcie lezacym
na osi. Z uwagi na te ceche punkt ten nazywany jest ogniskiem F, za$ odle-
gloéé zdefiniowana jako f = —R/2 nazywana jest ogniskowa f. Podstawiajac
ogniskowa do réwnania (2.44), otrzymujemy spdjna z nasza konwencja postaé:

(2.45)

IS

S
| =

Wielkosé 1/f nazywamy czesto zdolnoscia skupiajaca elementu lub uktadu
optycznego (patrz rozdzial 2.13) i mierzymy ja w dioptriach (zakladajac, ze
ogniskowa wyrazona jest w metrach). Réwnanie to, rygorystycznie zachowujace
ujecie kartezjanskie, w ktérym odpowiednie wspolrzedne w lewej i prawej pol-
przestrzeni maja przypisane znaki, nazywane jest rwnaniem soczewkowym
i obowiazuje dla wszystkich ukladéw optycznych.

Co ciekawe, nie tylko promienie réwnolegle do osi optycznej ogniskuja sie w
jednym punkcie. W ogélnosci wszystkie wzajemnie réwnolegle promienie pada-
jace na zwierciadto pod dowolnym, malym katem skupiaé sie beda w jednym
miejscu, cho¢ punkt ten nie bedzie juz lezal bezposrednio na osi optycznej. W
ramach przyblizenia przyosiowego promienie réwnolegle padajace ze wszystkich
dozwolonych kierunkéw tworza w miejscu przeciecia plaszczyzne. Plaszczyzna
ta, zawierajaca ognisko i prostopadla do osi optycznej uktadu, zwana jest plasz-
czyzng ogniskows.

Warto na koniec zauwazy¢, ze w wybranym przez nas formalizmie element
C, pojawiajacy sie w macierzy ABCD dla zwierciadla, wiaze sie z ogniskowg
nastepujaca zaleznoécia: .

f=-= (2.46)

Zaleznos¢ ta moze by¢ z powodzeniem wykorzystywana do szybkiego obliczania
ogniskowej zaréwno pojedynczych elementéw, jak i catych, ztozonych uktadéw
optycznych.
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2.6.2 Powiekszenie uktadu optycznego

Wazna cecha uktadu optycznego jest jego powiekszenie poprzeczne M, ktore
definiuje sie jako stosunek rozmiaru (wysokosci) obrazu do rozmiaru przedmiotu:

M= (2.47)

Warto w tym miejscu zwrécié uwage na to, ze M moze przyjmowaé wszystkie
wartoéci rzeczywiste. Gdy M > 0, oznacza to, ze wysokosci maja ten sam
znak, a zatem obraz jest prosty (nieodwrdcony). Z kolei dla M < 0 obraz jest
odwrécony wzgledem osi optycznej. Dodatkowo, gdy |M| > 1 obraz jest po-
wiekszony, podezas gdy dla |[M] < 1 jest pomniejszony. W konwencji odlegtosci
bezwzglednych powiekszenie to wyraza sie czesto relacja M = —b/a.

2.7 Soczewki

2.7.1 Propagacja swiatla w soczewce

Szczegdlnym przypadkiem ukladu, dla ktorego mozemy wykorzystaé opis ma-
cierzowy, jest soczewka. Soczewka to element optyczny wykonany z materiatu
dielektrycznego (najczesciej szkla), ktéry zalamuje promiert §wiatla na co naj-
mniej jednej powierzchni, a samo $wiatto propaguje sie réwniez wewnatrz tego
materiatu.

Jako przyklad rozwazmy soczewke dwuwypukla o grubosci A (liczonej
wzdluz osi optycznej), ktorej dwie sferyczne powierzchnie lamigce maja pro-
mienie krzywizn R; oraz Rs. Bezwzglednie obowiazuje nas tutaj rygorystyczna
konwencja kartezjanska: znak promienia krzywizny zalezy od tego, po ktérej
stronie wierzcholka lezy srodek krzywizny powierzchni. Stanowi to klasyczna
putapke koncepcyjna — dla soczewki dwuwypuktej pierwsza powierzchnia ma
srodek krzywizny po prawej stronie, zatem R; > 0. Jednak Srodek krzywizny
drugiej (zamykajacej) powierzchni lezy po lewej stronie, w zwiazku z czym musi
ona przyja¢ ujemny promien krzywizny (Rg < 0).

Korzystajac z réwnania (2.37), mozemy zapisaé propagacje swiatla w takiej
grubej soczewce jako:

1 0 1 A 1 0
T (| PE)
7?1R21 7173 0 1 7112312 TT;

| _ (ramn)a A (2.48)
_ no Ry (77«2 )A
n 1 1 na—n A no—n )
- (ﬁ - 1) (Ril " Ry + 2"2 . R1R2) L+ ZTI:QR;

gdzie nawias okragly w pierwszej linii okresla kolejnos¢ wykonywania dziatan
(mnozenie macierzy nie jest przemienne). Jak widaé, macierz charakteryzujaca
przejécie przez taka soczewke jest dos¢ skomplikowana, ale precyzyjnie uwzgled-
nia ona propagacje swiatta wewnatrz jej struktury.
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2.7.2 Roéwnanie soczewkowe dla soczewki

Analogicznie jak w przypadku zwierciadla, analizujac padanie na uktad pro-
mieni rownoleglych do osi optycznej, mozemy wyznaczy¢ ogniskowa soczewki.
Skorzystamy z wyprowadzonego juz zwiagzku pomiedzy ogniskowa f a elemen-
tem C' macierzy ABCD:

1 %) 1 1 Ng — N1 A )
S (2 ) (T . 2.49
f (nl ) (Rl Ry nyg  RiRs ( )

Powyzsze réwnanie nosi nazwe wzoru szlifierzy soczewek. Wiaze ono geome-
tryczne promienie krzywizn powierzchni soczewki oraz wspélczynnik zalamania
jej materialu z jej podstawowa wladciwodcia optyczna, czyli ogniskowa.

2.7.3 Soczewka cienka i wzor szlifierzy

Rozpatrzmy najpierw uproszczony przypadek, w ktérym gruboéé soczewki jest
pomijalnie malta, tzn. A — 0. W takiej sytuacji wypadkowa macierz przejscia
M przyjmuje znacznie prostsza postac:

1 0 (2.50)
M, = n 1 1 . 2.50
- (n% - 1) (RT - E) 1
Poniewaz element C macierzy dla soczewki wynosi —1/ f, wzér szlifierzy (zakla-

dajac bezwzgledna zgodno$¢ konwencji kartezjanskiej dla obu promieni krzy-
wizn) mozna zapisa¢ w jego klasycznej i fundamentalnej postaci:

CG)GR) |

2.7.4 Ptlaszczyzny gléwne

Rozpatrzmy teraz przypadek, w ktéorym grubosé soczewki nie moze by¢ zanie-
dbana. Na rys. 2.4 pokazano zachowanie promieni réwnolegtych padajacych i
wychodzacych z takiej soczewki. Dla soczewki grubej zaréwno na pierwszej,
jak i na drugiej powierzchni tamiacej dochodzi do zmiany kierunku propagacji
Swiatta. Przedtuzmy teraz linie biegu promieni: padajacego oraz wychodzacego
z soczewki, w taki sposdb, aby przeciely sie one wewnatrz soczewki. Co ciekawe,
wszystkie promienie réwnoleglte do osi optycznej padajace na uktad przetna sie
w tej samej plaszczyznie, okreslajac miejsce efektywnego zatamania. W pelni
analogiczne rozwazania mozna przeprowadzi¢ dla promieni, ktére po wyjéciu
z soczewki poruszaja si¢ rownolegle do osi optycznej. Roéwniez ich przedituze-
nia przetna sie, tworzac plaszczyzne. Obie te plaszczyzny nazywamy plasz-
czyznami gléwnymi, przy czym ta zwigzana z promieniami wychodzacymi
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przedmiotowa
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Rysunek 2.4: Zachowanie promieni w soczewce grubej. Réwnolegle promie-
nie padajace na soczewke uginaja sie dwukrotnie na plaszczyznie wejsciowej i
wyjsciowej. Przedluzenia tych promieni (oraz promieni zalamanych skupiaja-
cych sie w ognisku) tworza plaszczyzne gléwna obrazowa. Podobnie, promienie
réwnolegle wychodzace z soczewki réwniez uginaja sie dwukrotnie, a przedtu-
zenia promieni padajacych z ogniska i ugietych réwnolegle tworza ptaszczyzne
gtéwna przedmiotowa. Na wykresie zaznaczono réwniez odlegloéé obu plasz-
czyzn od wierzchotkéw powierzchni soczewki (odpowiednio hy i hg), grubosé
soczewki liczong wzdtuz osi A oraz odleglosci ognisk od wierzchotkéw soczewki,
odpowiednio FFL i BFL. Oproécz tych wielkosci zaznaczono takze efektywna
ogniskowa f oraz ognisko F'.

réwnolegle jest plaszczyznag gléwna przedmiotowa, zas ta zwiazana z pro-
mieniami wpadajacymi réwnolegle nosi nazwe plaszczyzny gtéwnej obrazo-
wej. Punkty przeciecia tych ptaszczyzn z osig optyczng nazywamy punktami
gtéwnymi (Hy, Hy). To wlasnie wzgledem nich (a nie wzgledem fizycznych
powierzchni soczewki) odmierzane sa efektywne ogniskowe f.

Wyznaczmy teraz algebraicznie polozenie plaszczyzn gtéwnych. Rozwazmy
propagacje $wiatla od pierwszej plaszczyzny gléwnej do powierzchni soczewki
(przesuniecie o odlegto$é hq), nastepnie transformacje w samej soczewce, ktéra
dla zachowania ogdlnosci opiszemy generyczng macierzag ABCD, i w koncu pro-
pagacje od tylnej powierzchni soczewki do drugiej plaszczyzny gléwnej (przesu-
nigcie o ho):

A U k] (A Bl [L M)\ _ [A+Chs A+ B+ hihsC+ hsD
or =109 1 Cc Dllo 1]|)~ c Chi+D

(2.52)
Zal6zmy teraz, ze uklad taki chcemy zastapié¢ soczewka cienka (umieszczona w
plaszczyznach gléwnych), ktérej macierz ABCD z definicji na przekatnej posiada
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jedynki, co dane jest réwnaniem (2.50). Z pordwnania obu macierzy mozemy
zapisaé¢ réwnoéci:
A+ Chy =1,

2.53
Chy+D=1. ( )

Pozwala to wyznaczy¢ zaleznodci pomiedzy odleglo$ciami plaszczyzn gléwnych
od powierzchni granicznych uktadu optycznego :

1-D
hy =

i

(2.54)

Zastosujmy teraz zaleznosci (2.54) do obliczenia pozycji ptaszezyzn gléwnych
soczewki grubej. Podstawiajac wartosci A, B, C i D z wyprowadzonej wcze$niej
macierzy (2.48), otrzymujemy:

hy = ni R A
TLQ(Rl — Ry — A) + ’I’LlA’ (255)
hg _ angA .
TI,Q(Rl — Ry — A) +m A

Warto w tym miejscu zwrédcié uwage, ze plaszczyzny gléwne pelnia role
efektywnych plaszczyzn, wzgledem ktorych liczona jest efektywna ogniskowa
soczewki f. Ma to daleko idace konsekwencje. Okazuje sie bowiem, ze o ile
ogniskowe f liczone wzgledem plaszczyzn gléwnych sa state, o tyle odleglosci
ognisk od samych wierzchotkdéw fizycznych powierzchni soczewki — odpowiednio
przednia ogniskowa FFL (ang. Front Focal Length) oraz tylna ogniskowa
BFL (ang. Back Focal Length) — moga przyjmowaé zupelnie inne wartosci:

FFL =f + hy,

2.56
BFL = + hs. (2:56)

(Uwaga: dla standardowej soczewki dwuwypuklej wartodci hy i ho sa z reguly
algebraicznie ujemne, gdyz plaszczyzny leza wewnatrz soczewki. Dodanie tych
ujemnych przesunie¢ poprawnie skraca ogniskowe wierzchotkowe wzgledem ogni-
skowej efektywnej).

W przypadku skomplikowanych soczewek grubych potozenia ptaszczyzn gtow-
nych nie tylko nie muszg by¢ symetryczne wzgledem geometrycznego srodka
soczewki, ale moga nawet znajdowac sie calkowicie poza sama soczewka (np. w
soczewkach meniskowych).

O ile powyzsze rozwazania przeprowadzone zostaly dla pojedynczej soczewki
grubej, o tyle juz sama generyczna postaé macierzy ABCD, ktéra wykorzy-
staliémy do ich wyprowadzenia, sugeruje, ze koncepcje te mozna uogdlni¢. I
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rzeczywidcie, zaleznosci (2.54) wyprowadzone w powyzszym rozdziale sa bez-
wzglednie prawdziwe dla dowolnego zlozonego ukladu optycznego i moga byé
wykorzystywane do zastapienia wielosoczewkowego obiektywu pojedyncza ma-
cierza (reprezentatywny przyklad takiego ukladu pokazano na rys. 2.5).

ptaszczyzna ptaszczyzna
gtéwna przedmiotowa . gléwna obrazowa
h, h,

Rysunek 2.5: Przyktadowy uklad optyczny sktadajacy sie z szeregu elementéw
(soczewek) wraz z zaznaczonymi plaszczyznami gtéwnymi calego, wypadkowego
uktadu.

Punkty wezlowe

Do pelnego opisu ukladu optycznego, oprécz ognisk i punktéow gtéwnych, wpro-
wadza sie par¢ punktéw weztowych (N7, Ny). Definiuje si¢ je jako taka pare
punktow sprzezonych na osi optycznej, dla ktorej promien wchodzacy do uktadu
i skierowany do pierwszego punktu weztowego (N7) wychodzi z ukladu z dru-
giego punktu wezlowego (N3) dokladnie réwnolegle do kierunku pierwotnego.
Oznacza to, ze dla punktéw weztowych powiekszenie katowe wynosi dokladnie
jednosé (y = 1).

W szezegblnym (i najezestszym) przypadku, gdy osrodek przed i za soczewka
lub ukladem optycznym jest identyczny (np. uklad zanurzony jest z obu stron
w powietrzu, ny = ng), punkty wezlowe idealnie pokrywaja sie z punktami
gtéwnymi (N; = Hy oraz Ny = Hj).

Rozréznienie to staje sie jednak kluczowe w przypadku ludzkiego oka, ktére
wewnatrz wypelnione jest ciecza (cialem szklistym) o wspélezynniku zalamania
wyraznie réznym od powietrza (ny # ng). W oku punkty wezlowe sa znaczaco
przesuniete wzgledem punktéw gléwnych. To wiasnie przez punkt weztowy oka
przechodza promienie, ktére nie zmieniaja swojego kierunku, co bezposrednio
determinuje katowy rozmiar obrazu powstajacego na siatkéwce.Ponizej zala-
czam rowniez kod TeX-a trzeciego rozdziatu.

2.7.5 Roéwnanie soczewkowe Newtona

Ciekawa alternatywa do klasycznego opisu powstawania obrazu jest réwna-
nie soczewkowe Newtona. Zgodnie z jego trescia, odleglo$¢ przedmiotu
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(oznaczmy ja jako x,) i odlegloéé obrazu (z,) mierzone nie od plaszczyzn gléw-
nych, lecz od ognisk ukladu, wiaza si¢ z ogniskowa zaleznoscia:

T,7, = f2. (2.57)

2.7.6 Soczewki gradientowe

Analizujac zaleznosé (2.49) mozna zauwazy¢, ze réwnanie szlifierzy soczewek
obowiazuje tylko dla materialéw wykonanych z jednorodnego materiatu. Jednak
juz zasada Fermata podpowiada nam, ze zmienno$¢ przestrzenna wspélczynnika
zalamania sprawia, ze promienie nie poruszaja si¢ w ogélnosci po liniach pro-
stych, a jedynie po trajektoriach odpowiadajacych najkrotszemu czasowi przej-
Scia pomiedzy dwoma punktami.

Szczegdlnym przykladem elementu wykorzystujacego te wiasnie wlasciwosé
do zmiany kierunku rozchodzenia $wiatla sa soczewki gradientowe. Soczewki
te cechuja sie tym, ze wspélczynnik zalamania zmienia sie wraz z odleglodcia od
osi soczewki. Co ciekawe, soczewka taka w ogdle nie musi mieé¢ ksztaltu obtego
i moze by¢ np. plytka ptaskoréwnoleglta. Z uwagi na modulacje wspotezynnika
zalamania, droga optyczna pokonywana przez promien w $rodku soczewki jest
znaczaco dluzsza od tej, jaka pokonuje promien blizej jej krawedzi.

Wspoélezynnik zatamania Swiatta w soczewce gradientowej musi by¢ opisany
zaleznoscig kwadratowa, aby ogniskowanie wiazki odpowiadalo temu w jedno-
rodnej soczewce sferycznej:

r2

T (2.58)

N = Nmaz —

gdzie A, jest gruboscia soczewki zas 1, najwicksza wartoscig wspétczynnika
zalamania.

Szczegdlnym przyktadem zastosowania soczewek gradientowych jest teleko-
munikacja $wiatlowodowa. Dzieje sie tak dlatego, Zze cylindryczna geometria
soczewki pozwala na jej stosunkowo latwe przymocowanie do widkna $wiatlo-
wodowego, za$ odpowiedni dobér dtugosci sprawia, ze moze ona albo skupiaé
wiazke do punktu albo kolimowaé wiazke rozbiezna wychodzaca z wtdkna. Moz-
liwe sa tez przypadki, w ktérych wiazka rozbiezna jest z powrotem skupiana.

2.8 Diagramy promieni

Alternatywa do podejscia macierzowego, ktora pozwala na znalezienie obrazu
powstalego przy pomocy ukladu optycznego, jest metoda diagraméw pro-
mieni. W jej przypadku obraz wyznaczany jest w oparciu o istnienie pewnych
charakterystycznych promieni i graficzne analizy ich zachowania. Przyktadowo,
fakt przechodzenia przez ognisko obrazowe promieni optycznych padajacych na
soczewke rownolegle do osi optycznej jest pierwszym krokiem pozwalajacym na
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Rysunek 2.6: Diagram promieni.

tworzenie obrazéw w metodzie diagraméw promieni. Drugim charakterystycz-
nym promieniem, ktére umozliwia znalezienie obrazu jest promien, ktéry po
wyjsciu z przedmiotu przechodzi przez ognisko przedmiotowe, a nastepne bie-
gnie réwnolegle do osi optycznej. Trzecim promieniem charakterystycznym jest
promieri padajacy na element optyczny (zwierciadlo lub soczewke) w miejscu
jego przeciecia z osig optyczna. W takim przypadku promien albo przechodzi
przez element bez zmiany kierunku (soczewka), albo odbija sie symetrycznie pod
tym samym katem (zwierciadlo), ale zmienia kierunek propagacji. Przeciecie co
najmniej dwéch z trzech promieni charakterystycznych wyznacza potozenie ob-
razu. Przyklad zastosowania diagramu promieni przedstawiony jest na rys. 2.6.

Warto w tym miejscu jednak zwrdoci¢ uwage, ze metoda diagraméw promieni,
o ile intuicyjna i szybka w stosowaniu, o tyle jest ona jedynie metoda przybli-
zona, podczas gdy metoda macierzowa pozwala na osiggniecie dokladniejszych
wynikéow.

2.9 Rodzaje obrazéw optycznych

Przeanalizujmy teraz cechy obrazéw powstajacych w ukladach optycznych. Jak
wspomniano wyzej, obraz taki moze by¢ rzeczywisty albo pozorny. W obra-
zie rzeczywistym mamy do czynienia z sytuacja, w ktérej obraz powstaje na
przecieciu rzeczywistych promieni, ktore przeszty przez uktad optyczny. Obraz
pozorny natomiast powstaje wtedy, gdy promienie przechodzace przez ukltad
sie ze sobg nie przecinaja. Z taka sytuacja mamy np. do czynienia w przypadku
zwierciadet wypuklych. Korzystajac z diagraméw promieni, mozemy jednak
wyznaczy¢ obraz poprzez przeciecie przedtuzen promieni.

Innymi wlasciwosciami obrazu jest jego orientacja przestrzenna. W szczegol-
noéci obraz przedmiotu moze by¢ prosty wtedy, kiedy zorientowany jest on w
te samg strone co przedmiot lub obrécony, kiedy orientacja ta jest przeciwna.
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Rysunek 2.7: Rozne typy obrazéw powstajace w ukladach optycznych.
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Rysunek 2.8: Minimal kat ugiecia promieniowania w pryzmacie rownoramien-
nym.

2.10 Inne elementy optyczne

2.10.1 Pryzmaty

Pryzmat jest elementem optycznym, ktérego ksztalt jest tak dobrany, ze re-
alizuje jeden z dwoch celow: rozpraszanie Swiatta lub zmiana kierunku swiatla.

2.10.2 Pryzmaty rozpraszajace

W pryzmatach rozpraszajacych wykorzystuje si¢ zjawisko dyspersji, pole-
gajace na zaleznosci wspo6lezynnika zalamania $wiatla od diugosei fali (roz-
dzial 9.6). Sprawia to, Ze rézne skladowe widmowe $wiatla padajacego na pry-
zmat zalamywane sa pod réznymi katami. Pozwala to na przestrzenne roz-
dzielenie widma promieniowania, a w konsekwencji na analize natezenia jego
poszczegblnych skladowych spektralnych. W typowym pryzmacie przyjmuje
sie, ze istnieje monotoniczna zalezno$é (najczesciej bliska liniowej) wspdlezyn-
nika zalamania od dlugodci fali (wiele materialéw dielektrycznych ma wilasnie
taka zalezno$é w zakresie Swiatla widzialnego).

Z uwagi na zalezno$¢ wspolczynnika zalamania od dlugosci fali, jednym z
zastosowan pryzmatéw jest okreslanie wspoétczynnika zatamania szkta, z kto-
rego wykonany jest pryzmat oraz wspélczynnika zalamania osrodka. Aby prze-
analizowa¢ to zastosowanie rozwazmy pryzmat réwnoramienny przedstawiony
na rys. 2.8. Mozna pokazaé, ze dla pomiaréw w takim pryzmacie minimalny
kat ugiecia wiazki osiaggany jest wtedy, gdy promien zalamany rozchodzi sie
w pryzmacie réwnolegle do jego podstawy. W takim przypadku wspoétczynnik
zalamania dany jest zaleznoscia

sin [(6,m + @) /2]
sin(p/2) 7

gdzie 6,, jest minimalnym katem ugiecia pryzmatu.

(2.59)

n =
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Pryzmaty wykorzystuje sie w urzadzeniach spektralnych, ktére rozdzielaja
fale katowo w zaleznos$ci od dlugosci fali. Z uwagi na te ceche mozna wprowadzié¢
pojecie dyspersji katowej

a5 95 on

Dy=—=——. 2.60
FTON T an oA (2.60)
Réwnanie to mozna przepisaé korzystajac z zaleznosci (2.59)
i 2 0
Dy = —Sne/2) " (2.61)

\/1 —n2sin? /2 0A

Warto na koniec zwréci¢ uwage, ze dla unikniecia wplywu wad tego uktadu,
w tego typu badaniach wybiera sie zazwyczaj kat padania bliski katowi mini-
malnemu.

2.11 Pryzmaty odbijajace

Drugim obszarem zastosowan pryzmatéw jest zmiana kierunku propagacji $wia-
tla oraz przeksztalcenie obrazu. W takim przypadku do zmiany kierunku wy-
korzystuje sie zjawisko catkowitego wewnetrznego odbicia wewnatrz pryzmatu.

Poniewaz przy odbiciu $wiatta w pryzmacie moze dojs¢ do zmiany orien-
tacji obrazu, pryzmaty odbijajace daja duzg swobode manipulacji obrazem.
Pozwala to na duza miniaturyzacje uktadéw optycznych i jest czesto wykorzy-
stywane w tego typu uktadach.

Niepozadana cecha pryzmatéw odbijajacych jest ich dyspersja. Aby uniknaé
problemu z tym zjawiskiem, pryzmaty buduje sie w taki sposob, ze wiazka
$wiatla pada prostopadle do $ciany pryzmatu (kat padania wynosi zero). W
konsekwencji wszystkie sktadowe spektralne wnikaja do pryzmatu bez zmiany
kierunku i problem dyspersji przestaje mie¢ znaczenie.

Tabela 2.2 przedstawia rézne typu pryzmatéw stosowane do zmiany kie-
runku promieni swiatta. Wiekszo$é z tych pryzmatéw pozwala na zmiane kie-
runku propagacji $wiatta i obrécenie obrazu. Wyjatkiem jest w tym przypadku
pryzmat Dovego, ktéry obraca obraz bez zmiany kierunku propagacji Swiatta.
Szczegdlnie ciekawymi przypadkami pryzmatéw sa retroreflektory (kocie oko).
W tym przypadku promien odbity po wyjsciu z pryzmatu zawsze porusza sie
rownolegle do promienia padajacego. Sprawia to, ze patrzac na taki pryzmat,
zawsze bedziemy widzie¢ swoje oko i to nie zaleznie od tego pod jakim katem
patrzymy (to rézni ten pryzmat od zwierciadla plaskiego). Wlasnie tego typu
pryzmat zostal zainstalowany przez misje Apollo na Ksiezycu. Dzigki niemu
promien laserowy kierowany z Ziemi na pryzmat powraca do zrédla. Wykorzy-
stywane jest to m.in. w pomiarach odleglosci Ziemia—Ksiezyc, ktore bazuja na
zjawisku interferencji (patrz rozdzial 5).

2.12 Swiatlowody
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Tablica 2.2: Rézne rodzaje pryzmatow i przeksztalcenia ktérym poddaja one
obraz.

ﬁl* Pryzmat prostokatn
& Y 1% quny

Pryzmat taki dziata jak lustro ptaskie

Pryzmat Porro
Pryzmat Porro zachowuje orientacje przedmiotéw i z tego
tez powodu stosowany jest w lornetkach

N,

‘ Pryzmat pentagonalny

Pryzmat Dovego
=i Odchyla wiazke $wiatta o 90° bez obracania jej.

Nie zmienia kierunku, ale obraca obraz

4

-

Retroreflektor/Kocie oko

Naroznik szedcianu, ktéry odbija wiazke dokladnie przeciw-
bieznie do kierunku padania. Tego typu elementy zostaly
zostawione na powierzchni Ksiezyca podczas misji Apollo i
do dzi$ sa wykorzystywane do badania odlegtosci Ziemia—
Ksiezyc

Jednym z bardzo ciekawych elementéw optycznych pozwalajacych na prowa-
dzenie $wiatla w czesto bardzo skomplikowanej geometrii sa $wiatlowody.
Pozwalaja one na prowadzenie promieniowania elektromagnetycznego z zakresu
optycznego, ale rowniez bliskiej podczerwieni oraz ultrafioletu. Konwencjonalne
Swiattowody majg ksztalt widkna zbudowanego z co najmniej dwédch dielek-
trykow o réznych wspélezynnikach zatamania. Wewnetrzny dielektryk, zwany
rdzeniem $wiatlowodu charakteryzuje si¢ wyzszym wspdlczynnikiem zata-
mania od otaczajacego go dielektryka zwanego plaszczem Swiatlowodu.

W najprostszym podejsciu propagacje swiatlta w $§wiatlowodzie mozna wyja-
$ni¢ w oparciu o zjawisko caltkowitego wewnetrznego odbicia. W tym podejsciu
promient prowadzony w $wiatlowodzie pada na granice pomiedzy plaszczem a
rdzeniem, pod katem wiekszym od kata granicznego oy, odbijajac sie od tej
granicy bezstratnie (rys. 2.9). Latwo mozna pokazaé, ze w my$l tej zasady sam
Swiatlowdéd moze by¢ wyginany a $wiatlo i tak bedzie w jego wnetrzu prowa-
dzone. Oczywiscie dla zbyt duzych katéw wygiecia $wiattowodu kat padania
moze by¢ mniejszy od kata granicznego, a samo Swiatlo moze wnika¢ do plasz-
cza, gdzie podlega stratom. Ten mechanizm utraty energii $wiatla prowadzo-
nego w swiattowodzie zwany jest stratami zgieciowymi. Minimalny promient
zgiecia $wiatlowodu, przy ktérym wciaz prowadzi on $wiatlo nosi nazwe pro-
mienia giecia S§wiatlowodu.

Pomiedzy promieniem padajacym na granice pomiedzy plaszczem i rdze-
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Rysunek 2.9: Geometryczne podstawy propagacji Swiatta w swiattowodach.

niem, a katem pomiedzy czolem (przodem) $wiatlowodu i osrodkiem zewnetrz-
nym istnieja relacje geometryczne. Z uwagi na zjawisko catkowitego wewnetrz-
nego odbicia istnieje pewien kat graniczny zwany katem akceptacji «,, pod
ktorym wchodzace promienie ciagle prowadzone sa w Swiattowodzie. Dla ka-
tow wiekszych od kata akceptacji wprowadzane promienie wnikaja do ptaszcza,
gdzie ulegaja tlumieniu.

Kat akceptacji zwiazany jest z inng wielkoScia charakterystyczna dla ukta-
déw optycznych zwana apertura numeryczng NA. W przypadku swiatlowo-
déw relacja pomiedzy obiema wielkosciami dana jest zaleznoscia

NA = n,sina, = /n2 —n2, (2.62)

gdzie n,, n, oraz n, sa odpowiednio wspétczynnikami zatamania osrodka ota-
czajacego $wiattowdd, rdzenia swiattowodu oraz plaszcza swiatlowodu, za$ ay
zwane jest katem akceptacji.

Sama idea $wiatlowodu jako elementu optycznego prowadzacego $wiatlo na-
rodzila sie jeszcze w XIX wieku. Dopiero jednak w latach 70. XX w. nasta-
pil prawdziwy wystrzal zainteresowania tego typu elementami. W tym wtasdnie
okresie firma Corning wyprodukowala pierwszy $§wiattowod wldknisty, zwany
tez wldknem s$wiatlowodowym, ktéry charakteryzowal sie stratami rzedu
10 dB/km (po kilometrze natezenie spada do 10% poczatkowej wartosci). Przez
nastepne dekady technologia produkcji §wiatlowodéw byla udoskonalana, tak ze
wspoélczesne $wiatlowody charakteryzuja sie stratami na poziomie 0.13 dB/km.
Taki niski poziom strat pozwala przesyla¢ sygnaly optyczne na odleglosci do
80 km bez koniecznosci ich wzmacniania.

Cho¢ wspoélczesne §wiattowody wykorzystywane sa w oSwietleniu i analogo-
wej transmisji obrazu, to ich gléwnym obszarem zastosowan jest telekomuni-
kacja i przesyl informacji cyfrowej. W tych pierwszych zastosowaniach gléwna
zalety Sswiatlowodu jest mozliwo$¢ doprowadzenia i wyprowadzenia Swiatla z
miejsc niedostepnych dla typowych rozwiazan. To wlasnie ta zaleta jest gltow-
nym powodem zastosowan laseréw w badaniach endoskopowych, ale réwniez
ich wykorzystania w medycynie inwazyjnej (np. przy wykorzystaniu $wiattowo-
déw do niszczenia/wycinania tkanki nowotworowej). To ostatnie zastosowanie
ma szereg zalet w stosunku do stosowanych konwencjonalnie technik (szybsze
gojenie ran, brak blizn itp.).

W przypadku zastosowania Swiattlowoddéw w telekomunikacji zaleta $wia-
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ttowodow jest nieco inna. Z jednej strony zasadza si¢ ona na mozliwosé bar-
dzo szybkiego modulowania $wiatta prowadzonego w Swiatlowodach. W ta-
kim przypadku mozliwe jest bardzo efektywne kodowanie informacji cyfrowej
w postaci impulséw Swiatta. Nalezy zaznaczyé, ze tak szybka modulacja nie
jest mozliwa w przypadku kabli elektrycznych, gdzie bardzo szybka modulacja
pradu prowadzonego w przewodzie prowadzi do emisji fali elektromagnetycznej
i zwiazanych z tym strat energii. W przypadku $wiattowodéw problem ten nie
istnieje. Dodatkows zaleta Swiattowoddéw jest tzw. mozliwosé multiplekso-
wania sygnaléw z podzialem dlugosci fali, tj. jednoczesnego przesylania
informacji przez $wiattowdd na wielu dlugoéciach fali. Poniewaz w pierwszym
przyblizeniu (w przyblizeniu optyki liniowej) fale propaguja sie w $wiatlowodzie
niezaleznie, mozliwe jest duze bardziej efektywne przesylanie informacji przez
taki $wiatlowdd. Obecnie, w zaleznosci od techniki multipleksowania, mozliwe
jest jednoczesne przesylanie informacji przy pomocy swiatta w od kilkunastu
do stu niezaleznych kanalach. Pozwala to na zwigkszenie przepustowosci juz
istniejacych sieci $wiattowodowych nawet o dwa rzedy wielkosci.

Warto zaznaczy¢, ze wspotczesnie wzmocnienie sygnatéw optycznych rozcho-
dzacych sie w sieciach $wiatlowodowych nie wymaga ich konwersji na sygnaly
elektryczne, ktére nastepnie bylyby wzmacniane i wykorzystywane do generacji
sygnaléw optycznych. Role tego typu ukladéw pelnia tzw. lasery swiatlo-
wodowe, ktorymi sa $wiatlowody domieszkowane jonami pierwiastkéow ziem
rzadkich. Poddania tak domieszkowanych swiatlowodéw oswietleniu Swiattem
o odpowiednio dobranej dlugoéci fali prowadzi do powstania tzw. inwersji ob-
sadzen (wiecej atoméw znajduje sie w stanie o wyzszej energii niz w stanie o
energii nizszej), co sprawia, ze $wiatto przechodzace przez taki uktad podlega
wzmocnieniu. Ostatnim aspektem wielkiej popularnosci Swiatlowodéw jest ich
cena, ktéra czyni je niezmiernie atrakcyjnymi rozwigzaniem.

Swiattowody fotoniczne

Na przestrzeni ostatnich dwéch dekad rozwinal sie jeszcze jeden typ Swia-
tlowodow zwany $wiattowodami fotonicznymi. Budowa $wiatlowodéw
tego typu znaczaco rézni sie od budowy Swiattowodéw konwencjonalnych,
gdyz nie tyle skladaja sie one z dwbéch wspélosiowych cylindréw wykona-
nych z materialéw o réznych wspotczynnikach zalamania, ale jeden z ma-
terialéw tworzy w drugim specyficzng strukture zwana krysztatem foto-
nicznym. Wlasciwosci tego krysztatu sprawiaja, ze zmianie ulega sposéb
propagacji $wiatta. Nie bazuje on juz na zjawisku catkowitego wewnetrz-
nego odbicia, gdyz nie ma wyraznej granicy pomiedzy ptaszczem i rdzeniem,
ale swiatto podlega rozproszeniom i interferencji. Interferencja ta staje sie
konstruktywna dla pewnego zakresu czestotliwosci, ,,putapkujac” Swiatto
w obszarze rdzenia. Zakres czestotliwodci, ktéry podlega putapkowaniu w
rdzeniu $wiatlowodu fotonicznego zwany jest fotoniczng przerwag wzbro-
niona.
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Rysunek 2.10: Model $wiatlowodu fotonicznego z otaczajaca szklany rdzen
struktura (krysztatem fotonicznym) tworzona przez przez uklad wspélosiowych
kanaltéw powietrznych. Rysunek ze strony Phys.org.

2.13 Uklady optyczne

Jedng z podstawowych zalet optyki geometrycznej jest mozliwo$¢ tworzenia,
opisywania i analizowania zlozonych uktadéw optycznych.

2.13.1 Ogniskowa ukltadu optycznego

Wyobrazmy sobie uklad optyczny skladajacy sie z dwdch soczewek o ognisko-
wych fi i fo umieszczonych wzgledem siebie w odleglosci d, ktéra liczona jest
miedzy plaszczyzng gléwna obrazowa pierwszej soczewki i plaszczyzna gltéwna
przedmiotowa drugiej soczewki. Wykorzystujac formalizm macierzy ABCD, mo-
zemy zapisaé

| A2 B 1 dl A B\ _[A B
w2 B (W el -5 ) ew

Latwo pokazaé, ze wypadkowa ogniskowa f.s takiego ukladu dana jest za-
leznoscia

L Dy A d
A S (264)

Analizujac réwnanie (2.64) mozna zauwazy¢, ze w przypadku soczewek cien-
kich, dla ktorych A; = Ay = D1 = Dy = 1 wzdr na ogniskowa dwdch soczewek
mozna zapisaé w postaci

1 1 1 d

fo:E‘FE—E. (2.65)
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Co wiecej, w przypadku gdy odlegtosci miedzy soczewkami sg zaniedbywalne,
mozna wprowadzi¢ proste wyrazenie na efektywna ogniskowa ukladu soczewek
skladajacych sie z n soczewek cienkich, ktéra dana jest zaleznodcig

% - f: fl (2.66)
i=1 7"

Pozwala ona na tatwe okreslenie wypadkowej ogniskowej ukladu optycznego

Dla soczewek grubych wzér na efektywna ogniskowa soczewki jest bardziej
zlozony, ale mozna go stosunkowo latwo wyznaczy¢, korzystajac z réwnania (2.64)
oraz wyrazenia na macierz ABCD soczewki grubej [r6wnanie (2.48)].

2.13.2 Ograniczenie wigzek: Przystony i Zrenice

W kazdym rzeczywistym ukladzie optycznym istnieja fizyczne ograniczenia roz-
miaréw wiazek $wiatla (oprawy soczewek, diafragmy). Elementy te pelnia klu-
czowg, role w determinowaniu jasnosci obrazu oraz pola widzenia.

Przystona aperturowa i polowa

Element optyczny (lub jego oprawa), ktéry najbardziej ogranicza pek promieni
wychodzacych z osiowego punktu przedmiotu, nazywany jest przystona aper-
turowa. To ona decyduje o tym, jak duzo $wiatta dociera do obrazu, a zatem
determinuje jego jasnosé¢ (natezenie o$wietlenia).

Z kolei element, ktéry ogranicza katowy rozmiar wiazki (czyli to, jak duzy
fragment przedmiotu widzimy), nazywany jest przystona polowa. W mikro-
skopach i teleskopach jest to zazwyczaj pierScien umieszczony w plaszczyznie
obrazu posredniego, co zapewnia ostre krawedzie pola widzenia.

Zrenice uktadu

Przystona aperturowa widziana przez soczewki znajdujace sie przed niag (od
strony przedmiotu) tworzy obraz zwany Zrenica wejSciowa. Analogicznie,
obraz przystony aperturowej widziany przez soczewki znajdujace sie za nia (od
strony obrazu) nazywamy Zrenicg wyj$ciowa.

Znajomo$¢ polozenia zrenic jest kluczowa przy taczeniu uktadéw optycz-
nych. Przykladowo dla uktadu skladajacego si¢ z teleskopu i oka, aby nie tracié¢
Swiatla, zrenica wyjsciowa teleskopu powinna pokrywaé sie ze Zrenica wejéciowa
oka. Odleglosé¢ Zrenicy wyjsciowej od ostatniej soczewki okularu nazywana jest
odstepem zrenicy. Jest to parametr krytyczny dla oséb noszacych okulary,
gdyz zbyt maly odstep uniemozliwia objecie wzrokiem calego pola widzenia.

2.13.3 Oko

Oko jest niezmiernie zlozonym, ale i bardzo ciekawym ukladem optycznym. Z
punktu widzenia optycznego jest to uklad dwdch soczewek zwanych komora
przednia i soczewka. Oprocz tego, w ukladzie tym mamy rowniez przestone
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Rysunek 2.11: Uproszczony schemat budowy ludzkiego oka wraz z przyklado-
wym powstawaniem w nim obrazu.

(Zrenica), ktérej role pelni Zrenica regulujaca ilosé Swiatta wnikajaca do wnetrza
oka. Sam obraz powstaje na siatkowce, ktora pokryta jest czopkami i preci-
kami. Duzo liczniejsze z nich (ok. 25 mln) preciki odpowiadaja za wykrycie
ruchu, podczas gdy mniej liczne (5 mln), ale wieksze czopki odpowiedzialne sa
za widzenie barwne. Zdolno$¢ akomodacyjna oka polega na mozliwoéci obrazo-
wania réznoodleglych przedmiotéw na siatkéwce. Umozliwia to migsien zwany
wiazadetkiem rzeskowym, ktéry przez fizyczny ruch soczewki zmienia ogniskowa,
oka. Z wiekiem miesien ten wiotczeje, co prowadzi do pogorszenia wzroku. Po-
niewaz degraduje si¢ mozliwos$¢ efektywnego przesuwania soczewki, oko nie jest
w stanie skupi¢ sie na obiektach znajdujacych sie blisko soczewki, co prowadzi
do dalekowzrocznoéci.

2.13.4 Mikroskop

Mikroskop jest urzadzeniem optycznym, ktérego zadaniem jest powiekszanie
obiektow znajdujacych sie w bliskiej odlegloéci. W ogdlnosci sktada sie on z
dwdch elementéw (soczewek), z ktérych pierwszy, zwany obiektywem, tworzy
obraz, podczas gdy drugi, zwany okularem, rzutuje go na oku.

Na rys. 2.12 przedstawiono diagram promieni pozwalajacy na wyznaczenie
obrazu powstalego przy pomocy mikroskopu. Obraz rzeczywisty przedmiotu
powstaje w obszarze miedzy obiektywem a okularem i jest skutkiem przejscia
promieni przez obiektyw. Obraz ten jest nastepnie przedmiotem dla okularu. W
tubusie odlegtosci soczewek sg tak dobrane, ze ogniskowa okularu przewyzsza
odleglos¢ miedzy obrazem utworzonym przez obiektyw a okularem. Dlatego
okular przeksztalca obraz, czyniac go pozornym i powigkszonym, co pozwala na
rejestracje tego obrazu przez oko.

Powigkszenie mikroskopu dane jest jako iloczyn powigkszenia okularu i obiek-
tywu

My, = Moy M,y (2.67)

Zdolno$¢ rozdzielcza mikroskopu tj. zdolno$é rozdzielenia dwéch obiek-
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Rysunek 2.12: Diagram promieni umozliwiajacy wyznaczenie obrazu powstatego
przy pomocy mikroskopu.

téw znajdujacych sie blisko siebie jest ograniczona iloscig $wiatta, ktora wchodzi
do obiektywu. Dlatego tak wazne jest wykorzystanie obiektywéw o wysokiej
aperturze numerycznej NA. Co wiecej, aby uzyskaé wysoka rozdzielczosé wazne
jest takze kompensowanie wad optycznych (aberracji) soczewek.

2.13.5 Teleskop

W przeciwienstwie do mikroskopéw teleskopy uzywane sa do powiekszania od-
legltych obiektéw, z ktorych docierajace promienie Swiatta sa réwnolegte. W
tradycyjnej swojej formie teleskop jest ukladem dwdich soczewek (obiektywu i
okularu), ktérych celem jest przeksztalcenie promieni tak, aby przy ich pomocy
powstal powiekszony obraz pozorny. Poniewaz przy pomocy teleskopu obser-
wacji dokonuje czlowiek, to rozmiar wiazki wychodzacej z teleskopu powinien
by¢ dopasowany do Zrenicy oka lub powinien byé¢ od niej mniejszy (jesli bytby
wiekszy, to czes¢ fotondéw bylaby tracona, co skutkowaloby mniejsza jasno$cig
rejestrowanego obrazu).

Diagram promieni dla teleskopu przedstawiony zostal na rys. 2.13. Widag,
ze urzadzenie to jest tak skonstruowane, ze przekrywaja sie ze soba ogniska
obiektywu i okularu. Sprawia to, ze powiekszenie teleskopu, ktére w ogdlnosci
jest iloczynem powigkszenia obiektywu i okularu, mozna zapisa¢ jako stosunek
ogniskowych obiektywu i okularu

(2.68)

7 uwagi na zalezno$¢ pomiedzy rozdzielczoScig i iloécia docierajacego do
oka $wiatla, wazne jest, aby budowa teleskopu pozwalala na dostarczanie do
obiektywu jak najwigkszej liczby promieni, tzn. obrazowanie jak najwigkszej
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Rysunek 2.13: Diagram promieni umozliwiajacy wyznaczenie obrazu powstalego
przy pomocy teleskopu.

objektyw
h

_\

Rysunek 2.14: Diagram promieni w teleskopie zwierciadlanym.

powierzchni. Z drugiej jednak strony wykonanie duzych soczewek nastrecza po-
waznych probleméw technicznych z jednorodnoscia materialu i ich masa (pro-
blem mocowania). W tym kontekscie zastapienie soczewek lustrami (rys. 2.14)
pozwala na ominiecie tych probleméw i konstrukcje teleskopéw zwierciadla-
nych. Jasnym jest, ze zwierciadla nie sa wolne od wszystkich wad optycznych
(rozdzial 2.14), z ktérych najpowazniejsza jest aberracja sferyczna.

Optyka adaptatywna

Jednym z powaznych probleméw obserwacji kosmosu z Ziemi sa fluktuacje
atmosfery, ktore prowadza do zaburzen obserwowanego obrazu. Okazuje
sie jednak, ze w pewnym ograniczonym obszarze $wiatto przechodzace przez
atmosfere podlega niewielkim zaburzeniom. Chcac wykorzystaé ten fakt,
ludzie opracowali uklady optycznej zwane ukladami optyki adaptatyw-
nej. Uklady takie sa zbudowane z wieloelementowych luster, ktérych po-
szczegolne czedci moga sie niezaleznie poruszac. W ten sposéb przesuwajac
element lustra, jesteSmy w stanie korygowa¢ zmiany wynikajace z fluktuacji
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(@) (b)

Rysunek 2.15: (a) Aberracja sferyczna i (b) aberracja chromatyczna.

atmosfery.

Aby korekcja z uwagi na zmiany gestosci atmosfery byta mozliwa, ko-
nieczne jest zmierzenie ich. Robi sie to, wytwarzajac w gérnych warstwa
atmosfery (w mezosferze), referencyjne zrédlo $wiatta. Zrédlo to powstaje
w oparciu o fluorescencyjne wzbudzenie sodu znajdujacego sie w mezosfe-
rze. O$wietlenie ich $wiatlem o odpowiedniej (rezonansowej) dlugosci fali
spowoduje powstanie ,sztucznej gwiazdy”. To wlasnie obserwacja $wiatta
tej gwiazdy pozwala dokonaé korekcji fluktuacji gestosci atmosfery i odpo-
wiednio ustawi¢ elementy zwierciadla adaptatywnego.

2.14 Wady soczewek

2.14.1 Aberracje

Zgodnie z definicja, obraz jest to takie miejsce w przestrzeni, w ktérym wszyst-
kie promienie wychodzace z danego punktu przedmiotu przecinaja sie. Do-
datkowym warunkiem jest, aby kazdy tak zobrazowany punkt przedmiotu byt
wzmocniony w ten sam sposob. Jak sie jednak okazuje warunki te nie sa spel-
niony doktadnie, a wszystkie odstepstwa od przywolanego wczesniej zachowania
zwane sg aberracjami.

Dla promieni pozaosiowych, odlegtos¢ od osi optycznej uktadu sprawia, ze
kat padania na powierzchnie soczewki staje si¢ znaczacy. W konsekwencji rozwi-
niecie funkcji trygonometrycznych w szereg Taylora i uwzglednienie tylko pierw-
szych wyrazow rozwiniecia jest niewystarczajace do poprawnego opisu propaga-
cji promienia. W przypadku elementéw o symetrii sferycznej, tzn. luster i so-
czewek, ktérych powierzchnie odbijajace maja ksztalt fragmentu sfery, problem
promieni pozaosiowych manifestuje sie jako inne polozenie ogniska dla réznych
odleglosci od osi optycznej [rys. 2.15(a)]. Zjawisko to nazywane jest aberracja
sferyczna i jest ono jedna z podstawowych wad soczewek i zwierciadel.

Z matematycznego punktu widzenia, jednym ze sposobéw usuniecia pro-
blemu promieni pozaosiowych jest uwzglednienie wyzszych rzedéw rozwinie-
cia funkcji sinus i tangens w zaleznosciach propagacyjnych. Takie rozwiaza-
nie nie pozwala jednak na przedstawienie propagacji promienia jako prostych
przeksztalcen algebraicznych. Alternatywnie problem ten moze zostaé¢ usuniety
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przez zastapienie kata pojawiajacego sie w wektorze propagacji promienia $wietl-
nego przez jego sinus. Choc¢ jest to w ogdlnosci mozliwe, to jednak prowadzi
to do duzo bardziej skomplikowanych zaleznoéci pomiedzy réznymi wielkosciami
przy przejsciu przez poszczegolne elementy optyczne. Z doswiadczalnego punktu
widzenia aberracje sferyczna mozna ograniczyé poprzez wykonanie soczewki,
ktorej powierzchnie tamiace maja ksztalt paraboloidy. Taki ksztalt pozwala na
skupienie wszystkich promieni w tym samym miejscu.

Drugim Zrédtem aberracji jest dyspersja osrodka, z ktoérego wykonane sa
elementy optyczne. Poniewaz wspélczynnik zalamania materialéw cechuje sig
zaleznoscig od dlugosci fali,dlatego fale o réznej dlugosci beda mialy ogniska
w innym miejscu w przestrzeni [rys. 2.15(b)]. Wada ta nosi nazwe aberracji
chromatycznej.

Aberracje chromatyczna mozna ograniczy¢ poprzez zastosowanie materiatow
o niskiej dyspersji lub ukladow soczewek wykonanych z materialéw o réznych
wspotczynnikach zalamania, tak aby zjawisko dyspersji kompensowane byto dla
okreslonych dhugosci fali. W przypadku kompensacji dyspersji méwimy o so-
czewkach achromatycznych lub o apochromatach.

2.14.2 Koma

Jedli jasny punkt, ktéry jest zrédlem szerokiej wiazki Swiatta znajduje sie poza
osia optyczna, to jego obraz zamiast tworzy¢ jasne kolo w plaszczyznie obrazo-
wej, pojawia sie jako dos¢ skomplikowany asymetryczny ksztalt przypominajacy
przecinek. To wlaénie ten ksztalt daje nazwe powyzszej wadzie zwanej koma
(przecinkiem).

Eliminacja aberracji sferycznej dla punktu osiowego nie gwarantuje, ze punkty
lezace blisko osi réwniez zostana odwzorowane jako punkty. Aby uklad optyczny
byt wolny zaréwno od aberracji sferycznej, jak i od komy (taki uklad nazywamy
aplanatycznym), musi zosta¢ spelniony warunek sinuséw Abbego:

N1y sin 61 = nays sin fs, (2.69)

gdzie y1 i y2 to odlegloéci punktéw od osi optycznej (wysoko$é przedmiotu i
obrazu), a 7 i 02 to katy, jakie tworzy dowolny promien wychodzacy z punktu
osiowego z osia optyczna.

Warunek ten implikuje, ze powiekszenie poprzeczne ukladu musi by¢ state
dla wszystkich stref soczewki (dla promieni przyosiowych i skrajnych). Jest
on fundamentalnym kryterium przy projektowaniu wysokiej jakosci obiektywéw
mikroskopowych, ktore muszg odwzorowywacé ostre obrazy nie tylko w centrum,
ale i w szerszym polu widzenia.

2.14.3 Astygmatyzm

Jezeli na soczewke pada wigzka $wiatta, to promienie lezace w plaszczyznie
poludnikowej beda uginaé sie inaczej niz te, ktére lezg w plaszczyznie rowni-
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kowej. W konsekwencji po przejsciu przez soczewke promienie nie beda do sie-
bie rownolegle i zmieniaé sie bedzie przekrdj poprzeczny przechodzacej wiazki.
Przyktadowo, gdy wiazka o kolowym profilu poprzecznym oswietlimy pod ka-
tem soczewke to w pewnej odlegloéci od soczewki wiazka ta bedzie widoczna
jako odcinek, nastepnie jako elipsa, pdzniej kolo, jeszcze dalej znéw jako elipsa,
jednak o osi dlugiej obréconej o kat 90° w stosunku do pierwszej elipsy, az
bedzie widoczna jako pionowy odcinek (dalej wiazka zacznie sie rozbiegaé¢ do
nieskoniczonosci). Przyklad ten pokazuje, ze ogniskowa dla promieni lezacych
w plaszczyZnie potudnikowej jest inna od tej dla promieni réwnikowych. Tego
typu aberracja nosi nazwe astygmatyzmu.

Warto w tym miejscu podkreslié, ze ognisko dla promieni lezacych pod ka-
tem do osi optycznej nie znajduje sie na tej osi, ale poza nia. Co wiecej, nie jest
ono nawet odlegle od soczewki o dlugos¢ ogniskowej. W rzeczywistosci ugieciu
ulega plaszczyzna obrazowa, co jest jedng z wad ukladéw optycznych. W kon-
sekwencji obrazy powstale w ukladach optycznych podlegaja znieksztalceniu,
a powiekszenie uktadu w ogdlnosci zalezy od kata padania promieni wzgledem
osi optycznej.

2.15 Podsumowanie rozdzialu

W niniejszym rozdziale dokonano przejicia od falowego opisu swiatta do optyki
geometrycznej. Wykazano, ze w granicy krotkofalowej réwnanie Helmholtza re-
dukuje sie do réwnania eikonalu, co stanowi rygorystyczne uzasadnienie dla kon-
cepcji promieni Swietlnych oraz fenomenologicznej zasady Fermata. Nastepnie
wprowadzono formalizm macierzy ABCD, ktéry ujednolica i upraszcza analize
propagacji Swiatla w przyblizeniu przyosiowym. Pozwala on na elegancki, alge-
braiczny opis zaréwno prostych zjawisk odbicia i zalamania, jak i zachowania
Swiatta w grubych soczewkach czy ztozonych systemach wieloelementowych.

Teoretyczne rozwazania uzupelniono analizg rzeczywistych instrumentéw
optycznych (oka, mikroskopdw, teleskop6w) oraz elementéw prowadzacych $wia-
tlo ($wiattowodéw i pryzmatéw). Zwrécono jednoczesnie uwage na fizyczne i
geometryczne ograniczenia uktadéw rzeczywistych, manifestujace sie¢ w postaci
aberracji sferycznej, chromatycznej czy komy. Zrozumienie tych wad — oraz zja-
wisk zachodzacych w rezimie, gdy rozmiary przeszkod staja sie poréwnywalne z
dhugoécia fali Swietlnej — wymaga jednak porzucenia przyblizenia promieni na
rzecz pelnego opisu falowego, ktory jest punktem wyjsécia do rozwazan prowa-
dzonych w nastepnych rozdziatach.

Zadania

2.1. Korzystajac z zasady Fermata wyprowadz

(a) prawo odbicia,

(b) prawo zalamania,
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(¢c) odbicia od powierzchni eliptycznej.

2.2. Zalézmy, ze chcemy zaprojektowaé zwierciadto, ktére idealnie skupi wszyst-
kie promienie wiazki réwnoleglej (pochodzacej od gwiazdy) dokladnie w
jednym punkcie (ognisku), eliminujac caltkowicie aberracje sferyczna. Wy-
korzystujac zasade Fermata (wymagajac, aby droga optyczna OPL kaz-
dego promienia docierajacego do ogniska byla identyczna), wykaz anali-
tycznie, ze powierzchnia takiego zwierciadta musi by¢ paraboloida obro-
towq.

2.3. Moneta lezy w wodzie na gltebokosci h. Na jakiej glebokosci bedzie ja
widzial obserwator patrzacy pionowo z géry przez powierzchnie wody o
wspolczynniku zatamania n,, = 1,337

2.4. Obiekt znajduje sie przed zwierciadltem wklestym. Prosze znalezé poloze-
nie obrazu d; i warto$¢ powiekszenia M dla d, = R, d, = R/2,d, = R/4 i
d, = —R/2 (przedmiot pozorny). Dla kazdego z tych przypadkéw prosze
narysowaé promienie biegnace z pojedynczego punktu (znajdujacego sie
poza osia optyczna) przedmiotu do odpowiedniego punktu obrazu. Pro-
sze zauwazy¢, ze mozna narysowaC promien, ktory poczatkowo biegnie
rownolegle do osi optycznej i promien, ktéry poczatkowo porusza sie w
kierunku przecinajacym o$ w ognisku R/2.

2.5. Kuleg o promieniu R = 2 cm wykonang, ze szkla o wspolczynniku zalamania
n = 1,5 wstawiono w skolimowang wiazke swiatta. W jakiej odleglosci od
$rodka kuli znajduje sie ognisko wiazki przechodzacej przez srodek kuli?
Rozmiary poprzeczne wigzki sa niewielkie w poréwnaniu z promieniem

kuli.

2.6. Na szklana pétkule o promieniu R, lezaca plaska powierzchnia na stole,
pada pionowo od géry wiazka Swiatla o przekroju kotowym z promieniem,
r < R. O$ wiazki $wiatla przechodzi centralnie przez poétkule. Jaki bedzie
rozmiar plamki Swiatla na stole?

2.7. Soczewka dwuwypukla wykonana ze szkla o wspoélczynniku zalamania
n = 1,5 ma grubosé¢ 1 ecm. Promienie krzywizn obu plaszczyzn soczewki
maja odpowiednio wartoséci 10 cm i -15 cm. Prosze policzy¢ réznice ogni-
skowych oraz ich polozenia na osi zakladajac, ze soczewka ta jest soczewka
gruba oraz, ze jest ona traktowana jako soczewka cienka, aby okresli¢ btad
wprowadzany przez przyjecie takiego przyblizenia.

2.8. Wyznacz odleglosé obrazu b dwuwypuktlej soczewki grubej wykonanej ze
szkla o wspélczynniku zalamania 1,5, promieniach krzywizn 20 cm i-40 cm
oraz grubosci 1,5 cm.

2.9. Wychodzac z réwnania soczewkowego, wyprowadz réwnanie soczewkowe
Newtona. Nastepnie wyprowadz to samo roéwnanie poslugujac sie diagra-
mem promieni.
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2.10.

2.11.

2.12.

2.13.

2.14.

2.15.

2.16.

Prosze wyznaczy¢ posta¢ macierzy ABCD dla plytki ptaskoréwnoleglej o
grubosci A i wspolczynniku zalamania n umieszczonej w powietrzu. Na-
stepnie prosze obliczy¢ o ile zmienia sie parametry promienia padajacego
na plytke pod katem 5° na wysokosci 1 cm, w przypadku gdy ptytka wy-
konana jest ze szkla o wspétczynniku zatamania n = 1,5 i ma ona grubosé
5 mm.

Prosze rozwazy¢ soczewke o grubosci d = 5 cm, Ry = 5 cm, Ry = —10 cm,
n = 1,5. Prosze wyliczy¢ elementy macierzy ABCD dla takiej soczewki.

Soczewka plasko-wypukta zrobiona jest ze szkla (n = 1,50) i znajduje sie
w powietrzu. Ma ona promien krzywizny r = 10 cm i grubos¢ 1 cm. Prosze
wyznaczy¢ macierz ABCD tej soczewki oraz pokazaé, ze jej wyznacznik
jest réwny 1. Pod jakim katem (mierzonym powyzej osi optycznej) powi-
nien pada¢ na soczewke promien Swiatta tak, aby zaréwno wejscie jak i
wyjscie z soczewki znajdowaly sie na wysokosci 2 cm?

Prosze wyznaczy¢ postaé¢ macierzy ABCD, ktéra opisuje bieg promienia
(tam i z powrotem) w prostej wnece lasera, zlozonej ze zwierciadla pla-
skiego i zwierciadla wklestego o promieniu krzywizny R, ktére oddalone
sg od siebie o odlegloé¢ L. Rozwazania warto rozpocza¢ od powierzchni
zwierciadta plaskiego.

Wneka optyczna lasera (rezonator) sklada sie z dwéch zwierciadel sferycz-
nych o promieniach krzywizn Ry i Rs, oddalonych od siebie o L. Swiatlo
wielokrotnie odbija sie miedzy nimi. Aby promien nie ,uciekl” z wneki po
wielu obiegach (co jest warunkiem stabilnej pracy lasera), $lad macierzy
opisujacej pelen obieg zamknigty (w jedna i z powrotem) musi spelniaé
tzw. warunek stabilnosci: —1 < MTD <1.

(a) Wyznacz pelna macierz ABCD dla jednego obiegu (od zwierciadla 1,
przez odlegtos¢ L, odbicie od zwierciadta 2, powrdt na odlegtosé L i
odbicie od zwierciadla 1).

(b) Korzystajac z elementéw A i D wyznaczonej macierzy, wyprowadZ
warunek stabilnosci rezonatora w postaci: 0 < g1g2 < 1, gdzie para-
metry rezonatora to g1 = 1 — R% oraz go =1 — R%.

(c¢) Okresl, czy rezonator konfokalny (gdzie Ry = Ry = L) jest stabilny.

Prosze obliczy¢ wartos¢ kata akceptacji dla $wiattowodu, ktérego rdzen
ma wspdlczynnik zalamania Swiatta réwny 1,48, a plaszcz 1,46.

Rozwazmy lunete o ogniskowej obiektywu lunety f; = 60 cm, okularu fo =
4 cm i wspélezynniku zalamania szkla obiektywu i lunety n = 1,5. Do
$rodka lunety niezno$ny Dyzio nalal wody (n = 1, 33). Jakim obiektywem
z tego samego gatunku szkla trzeba zastapi¢ poprzedni obiekty lunety,
aby mozna bylo uzywac¢ lunety

(a) w powietrzu,
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(b) pod woda?

2.17. Obiektyw teleskopu sklada sie z dwdéch soczewek, tj. soczewki skupiaja-

2.18.

2.19.

cej o ogniskowej 20 cm oraz soczewki rozpraszajacej o ogniskowej 5 cm,
umieszczonej za pierwszg soczewka w odlegloéci 15,5 cm. Teleskop skie-
rowany jest na wieze o wysokosci 30 m, znajdujaca si¢ w odleglosci 3 km.
Jakie bedzie powigkszenie obrazu wiezy i jaka bedzie odleglo$¢ miedzy
pierwsza soczewka a obrazem?

Soczewka zbiezna o ogniskowej 15 c¢m i $rednicy 4 cm uzywana jest do
skupiania réownoleglych promieni Swiatta. Okresl aberracje sferyczna dla
tej soczewki, zakladajac, ze soczewka ma ksztalt sfery.

W fotografii i projektowaniu okularéw powszechnie stosuje sie uktady wie-
losoczewkowe. Rozwazmy uklad dwoch soczewek cienkich o ogniskowych
fi = f2 = 10 cm, umieszczonych w odleglosci d = 5 cm od siebie (w
powietrzu).

(a) Oblicz wypadkowa (efektywna) ogniskowa f.r tego ukladu.

(b) Skonstruuj macierz ABCD calego ukladu (od soczewki 1 do soczewki
2).

(¢) Wykorzystujac odpowiednie wzory na plaszczyzny gléwne z tekstu
gléwnego podrecznika, znajdz odleglosci plaszczyzny gléwnej przed-
miotowej od pierwszej soczewki (hy) oraz plaszczyzny obrazowej od
drugiej soczewki (hy). Skomentuj fizyczne znaczenie znaku tych od-
leglosci.
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Rozdziat 3

Fale ptaskie, sferyczne i
gaussowskie

3.1 Wprowadzenie

Jak pokazano w poprzednim rozdziale, separacja zmiennych przestrzennych i
czasowych oraz zapisanie czesci czasowej pola w postaci fali monochromatyczne;j
pozwala na sformulowanie réwnania Helmholtza [réwnanie (2.3)]. Jego rozwig-
zanie umozliwia wyznaczanie przestrzennego rozkladu pola, czym zajmiemy sie
ponizej dla réznych geometrii problemu.

3.2 Fale plaskie

Rozwazmy propagacje $wiatla w oérodku jednorodnym. W takim przypadku
pojawiajacy sie w réwnaniu Helmholtza operator Laplace’a najlatwiej zapisaé
w postaci
0? 0? 0?
—— st s
ox2  Oy? 022
Szczegdlnym przykladem rozwiazania réwnania Helmholtza z takim lapla-
sjanem jest tzw. fala ptaska

V2 = (3.1)

E) = g{eikr, (3.2)

gdzie E(()H jest zespolona amplituda fali, zas k jest jej wektorem falowym. Fale
plaskie to takie fale, ktorych fronty falowe, tj. powierzchnie taczace punkty
o tej samej fazie, sa plaszczyznami. Przyklad fali plaskiej zostal przedstawiony
na rysunku 3.1.

Laczac postaé funkeji falowej w osrodku jednorodnym [réwnanie (3.2)] z réw-
naniem fali monochromatycznej [réwnanie (1.18)] oraz uwzgledniajac wektorowy
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Rysunek 3.1: Fala plaska.

charakter pola elektrycznego mozemy zapisa¢ réwnanie na fale elektromagne-
tyczna jako

EM) (r,t) = eEEé+)ei(k‘”*”t), (3.3)

gdzie eg jest wersorem polaryzacji pola elektrycznego E (dla fal eliptycznych i
kolowych wersor ten moze przyjmowaé postaé zespolona).

W pelni analogiczne rozwazania mozna przeprowadzié¢ dla pola magnetycz-
nego, uzyskujac wyrazenie na sktadowa pola magnetycznego fali elektromagne-
tycznej

B (r,t) = eg B eilr—wt), (3.4)

gdzie BSH jest skladowa magnetyczna fali, zag ep jest wersorem pola magne-
tycznego fali. Pojawiajace sie w réwnaniu (3.4) wielkodci w i k sa dokladnie
tymi samymi wielkoSciami, ktére pojawiaja si¢ w réwnaniu (3.3).

Korzystajac z rownan Maxwella w osrodkach dielektrycznych dla fali opi-
sanej zalezno$ciami (3.3) oraz (3.4), utozsamiajac operator V z wielkoscia ik
otrzymujemy

w
k x Bg = ——Eq,
07 T2 (3.5)
k x Eo = wBo.
gdzie Eg = Eper i Bg = Boep. Zaleznosci (3.5) wskazuja, ze dla fali plaskiej

ELBLlKk, (3.6)
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co oznacza, ze fala plaska jest poprzeczng falg elektromagnetyczng. Dodat-
kowo, poniewaz wektory te sa do siebie prostopadle, mamy nastepujaca relacje
pomiedzy amplitudami pola elektrycznego i magnetycznego swiatta

E(+)
B{H =20 (3.7)
v

Warto w tym miejscu zauwazy¢, ze z uwagi na fakt, ze v jest wielko$cia wymia-
rowa, relacja (3.7) nie méwi, ze pole magnetyczne jest v-razy mniejsze od pola
elektrycznego. Poniewaz sa to inne wielkosci, to ich bezposrednie poréwnanie
nie jest mozliwe.

Zwr6émy na koniec uwage, ze réwnanie (3.7) pozwala obliczyé natezenie
($rednia warto$é wektora Poytinga) fali plaskiej

ve 2
1=(sh = |57 . (3.5)

3.3 Fale sferyczne

Rozwazmy teraz nieco inny przypadek, w ktorym fala rozchodzi sie w o$rodku
o symetrii sferycznej, a zrédlem fali jest punkt. Laplasjan we wspdlrzednych
sferycznych dany jest zaleznoscia

210 /(20 L 0 (9 ;ﬁ
v 2o\ or +ﬂsin930 Smeae +Tzsin293¢2' (3.9)

Poniewaz uklad ma mieé symetrie sferyczna, to rézniczkowanie po 6 i ¢ daje
zero, a sama funkcja falowa dana jest zaleznoscia

E(r) = E(r,0,¢) = E(r). (3.10)

Powyzsze rownanie mozna sprowadzi¢ do postaci:

V2E(r) = %2% [r2 8?57”)} . (3.11)

Réwnanie (3.11) mozna przepisaé¢ do postaci

V2E(r) = %% rE(r)]. (3.12)

Podstawiajac réwnanie (3.12) do réwnania Helmholtza (2.3) i mnozac to réw-
nanie obustronnie przez r otrzymujemy
2

5,3 [FE(r 1)) = —K*rE(r.1). (3.13)
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Rozwigzaniem tego réwnania sa funkcje w postaci

B Eé+) etkr

r

E(r) (3.14)

Warto zwréci¢ uwage, ze fronty falowe tej fali maja ksztalt sfer, ktérych srodek
jest w zrddle fali. Z tego tez powodu fale takie nazywamy falami sferycznymi.

Po uwzglednieniu zaleznosci czasowej w réwnaniu fali sferycznej, otrzymu-
jemy ogdélne wyrazenie na pole elektryczne fali elektromagnetycznej emitowanej
ze zrodla punktowego umieszczonego w poczatku uktadu wspélrzednych

E(JF) i(kr—wt)
Blrit)y=-"2° (3.15)
r
Analogiczng zalezno$¢ mozna wprowadzi¢ dla sktadowej magnetycznej
B(+) i(kr—wt)
Blrit)="20° (3.16)
r

Warto zauwazy¢, ze w wyrazeniach na pole elektryczne i magnetyczne fali
sferycznej pominieto wektorowy charakter pola. Zrobiono tak, poniewaz oba
pola drgaja prostopadle do kierunku propagacji, tak wiec dla kazdego z promieni
ten kierunek jest inny, przy czym oba pola wciaz pozostaja do siebie prostopadte.

Dlaczego nie istnieje idealnie izotropowe Zrédlo swiatta?

Swiatlo jest fala elektromagnetyczna poprzeczna, co oznacza, ze wek-
tory pola elektrycznego drgaja w plaszczyznie prostopadiej do kierunku
rozchodzenia sie fali. WyobraZzmy sobie punktowe Zrédlo, ktore emituje
fale sferyczng we wszystkich mozliwych kierunkach z rowng moca. W takim
przypadku fronty falowe maja ksztalt rozszerzajacych sie sfer, a propagacja
nastepuje wzdluz promieni. Poniewaz pole musi by¢ poprzeczne, wektor
pola elektrycznego w kazdym punkcie musi leze¢ na powierzchni tej sfery
(musi byé do niej styczny).

W tym miejscu fizyka zderza sie jednak z topologia, a konkretnie z
twierdzeniem o zaczesywaniu sfery (ang. Hairy Ball Theorem). Twier-
dzenie to najproéciej wyobrazi¢ sobie na przykladzie tenisowej pitki ge-
sto pokrytej wlosami. Jedli sprébujemy gtadko zaczesa¢ wszystkie wiosy
tak, aby lezaly catkowicie ptasko na powierzchni pitki, szybko zdamy sobie
sprawe, ze to niemozliwe. Zawsze powstanie przynajmniej jeden ,,wicherek”
— punkt, w ktorym wlosy stercza do gory, albo miejsce, gdzie po prostu ich
nie ma. Z matematycznego punktu widzenia oznacza to, ze na powierzchni
sfery nie moze istnie¢ ciggle pole wektoréw stycznych, ktére nigdzie nie
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przyjmuje wartosci zero.

W kontekscie optyki owymi ,,wlosami” sa wektory pola elektrycznego.
Skoro nie da si¢ ich ciagle i niezerowo roztozy¢ na calej sferze, to zna-
czy, ze na froncie falowym kazdej wektorowej fali sferycznej musza ist-
nie¢ kierunki, w ktérych amplituda pola bezwzglednie spada do zera. Z
tego powodu fizycznie niemozliwe jest stworzenie Zrédla (np. atomu czy
anteny dipolowej), ktére promieniowaloby fale poprzeczng z idealnie taka
sama, niezerows amplituda we wszystkich kierunkach w przestrzeni. Za-
wsze znajda sie osie (,bieguny”), wzdtuz ktérych zrédlo w ogdle nie emituje
promieniowania. Z tego wzgledu izotropowa wektorowa fala sferyczna jest
jedynie wygodna, niefizyczng matematyczng abstrakcja.

Z réwnania (3.15) widaé, ze wraz z oddalaniem sie od Zrédla promieniowania
spada amplituda pola elektrycznego fali sferycznej. Z tego tez powodu srednia
wartos¢ wektora Poytinga, czyli natezenie $wiatla, dane jest zalezno$cig

(+)2
ve | By I

gdzie Ij jest natezeniem $wiatla emitowanego ze zrddla.

Fale sferyczne sa przypadkami wyidealizowanymi, gdyz osrodki, w ktérych
rozchodza sie fale albo nie sg idealnie izotropowe, co zaburza propagacje fali,
albo zrédlo nie jest punktowe, a ma pewna rozciaglo$¢ przestrzenng. Tym nie-
mniej w szeregu przypadkéw fale sferyczne sa dobrymi przyblizeniami sytuacji
rzeczywistej.

Zauwazmy na koniec, ze obserwujac jedynie niewielki wycinek fali sferycz-
nej, np. obserwujac ja z odpowiednio duzej odleglosci, fronty falowe sg niemal
plaskie, a sama fala sferyczna w takim przypadku moze by¢ z dobrym przybli-
zeniem aproksymowana fala plaska (rysunek 3.2).

3.4 Fale cylindryczne

Jeszcze inny wyidealizowany przypadek rozchodzenia sie fal dotyczy osrodkdéw
z symetria cylindryczna. Z tego typu sytuacja mamy do czynienia, gdy Zrodlem
fali elektromagnetycznej jest przewodnik prostoliniowy, przez ktéry ptynie prad

przemienny.
Operator Laplace’a we wspolrzednych cylindrycznych dany jest zaleznoscia
10 0 1 92 0?
Vi=——(r= S5+ 55 3.18
ror <T6r>+r2892+8z27 (3.18)

przy czym, podobnie jak w przypadku ukladéw z symetria sferyczna, w ukla-
dach z symetria cylindryczna wektor pola elektrycznego nie powinien zalezeé¢ od
wspolrzednej 0 oraz z

E(r) = E(r,0,2) = E(r). (3.19)
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Rysunek 3.2: Fala sferyczna emitowana z punktowego zrédia. Dobrym przy-
blizeniem fali sferycznej obserwowanej w duzej odleglo$ci od Zrédla jest fala
plaska.

Dzigki temu réwnanie Helmholtza przyjmuje postaé

1d ( dE(r)
rdr " dr

) +KE(r) = deETS“) i %d]flff) +HRE(r) =0 (3.20)

Powyzsze réwnanie jest specjalnym przyktadem réwnania Bessela zerowego rzedu,
ktére mozna rozwiazaé¢ rozwijajac funkcje E(r) w szereg potegowy, a nastepnie
rézniczkujac kolejne rzedy rozwinigcia, by na koniec poréwnaé je z odpowied-
nimi potegami w wyrazeniu nierézniczkowanym zaleznym od k2. Otrzymana w
ten sposob relacja rekurencyjna jest suma dwéch funkcji Bessela

E(T’) = Cljo(kﬂ”) + CQYO(kT'), (321)

gdzie Jy jest funkcja Bessela pierwszego rodzaju, Yy jest funkcja Neumanna
(zwana tez funkcja Bessela drugiego rodzaju), za$ wspoélezynniki Cy i Co dobie-
rane sa w oparciu o warunki brzegowe.

W kontekscie fal rozbiegajacych sie od Zrédla (propagujacych na zewnatrz),
znacznie wygodniej jest zastosowaé inng baze rozwigzan rownania Bessela, tzw.
funkcje Hankela. Funkcje Hankela pierwszego i drugiego rodzaju definiuje sig¢
jako zespolone kombinacje liniowe Jy i Yp: H(()l)(kr) = Jo(kr) + iYy(kr) oraz
H(g2)(kr) = Jo(kr) — iYy(kr). Wybdr funkcji Hél)(kr) w naturalny sposéb opi-
suje fale wybiegajaca promienisScie od osi (przy przyjetej konwencji czasowej
efiwt).

Dla duzych odleglosci od Zrédia (kr > 1), funkcje Hankela pierwszego ro-
dzaju mozna przyblizy¢ asymptotycznie oscylujaca funkcja zespolona zanikajaca
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Rysunek 3.3: Fala cylindryczna.

proporcjonalnie do 1/4/r, co pozwala nam zapisaé¢ rozwigzanie w postaci

_ED

E(r) r

et (3.22)

Poniewaz rownanie to opisuje cylindry, méwimy, ze w takim przypadku mamy
do czynienia z falg cylindryczna.

Po polaczeniu wyrazenia na fale cylindryczna (3.22) z funkcja harmoniczna
otrzymujemy pelne wyrazenie na amplitude pola elektrycznego

(+)

E .
E(r,t) = ﬁeﬂkwﬂ. (3.23)

Analogiczne rozwiazanie otrzymujemy dla sktadowej magnetycznej pola

(+
B t) = BO : i(kr—wt) 3.24
(Tv ) - \/7j e . ( . )

Jak pokazuje réwnanie (3.23), rozwiazaniem réwnania falowego w takim
przypadku sa fale o ksztalcie wspdlosiowych walcéw (rysunek 3.3), za$ zaleznosé
natezenia s$wiatta od odleglosci dana jest przez

ce |Eol> 1,
ro=ls)) = £EL D, (3.29
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Rysunek 3.4: Zaleznos¢ przestrzenna pola elektrycznego od polozenia w przy-
blizeniu przyosiowym.

czyli, jak mozna sie bylo spodziewaé natezenie spada liniowo z odlegloscig od
zrodtia.

Podobnie jak w przypadku fali sferycznej, réwniez i w tym przypadku, dla
obserwatora oddalonego odpowiednio daleko od Zrédia fale te moga by¢ przy-
blizane falami plaskimi (rysunek 3.3).

3.5 Wiagzka gaussowska

3.5.1 Fale przyosiowe i przyblizenie wolnej obwiedni

Jak pokazano na rysunkach 3.2 oraz 3.3, dla odpowiednio duzych odleglosci
od zrédla fale sferyczne i cylindryczne moga by¢ przyblizane przez fale plaskie.
Uogdlniajac to podejécie, mozemy wprowadzi¢ pojecie fal przyosiowych, kté-
rych wektory falowe sa réwnolegle do osi optycznej ukladu (kierunek z). W
takim przypadku pole elektryczne fali mozna zapisa¢ w postaci

E®)(r) = u(r)e*?, (3.26)

gdzie dla uproszenia pole elektryczne zostato zapisane w postaci skalarnej. W
réwnaniu (3.26) u(r) jest wolnozmienna obwiednig fali, podczas gdy e**
jest nosna tej fali. Wprowadzenie pojecia wolnozmiennej obwiedni oznacza, ze
zmiany u(r) na odlegloéciach rzedu dlugosci fali sa male. Opisany przypadek
zostal przedstawiony na rysunku 3.4.
Rozdzielajac zmienne réwnolegle i prostopadte do kierunku propagacji fali,
réwnanie Helmholtza mozna zapisa¢ w postaci
Y +a—2+i2kﬁ—k2+k2 u(r) =0 (3.27)
L7922 0z ’ '
gdzie V| jest poprzecznym operatorem Laplaca danym we wspoltrzednych kar-
2 2
tezjatiskich w postaci, V| = 25 + %. Poniewaz zmiany funkcji u(r) sa nie-
wielkie na odcinku rzedu dtugoéci fali mozna przyjaé, ze 9%u/0z? < kou/dz,
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co jest trescia przyblizenia wolnozmiennej obwiedni. W takim przypadku
réwnanie (3.26) przyjmuje posta¢ réwnania falowego dla fal przyosiowych

(v’j + i2kaaz> u(r) =0 (3.28)

Fale o parabolicznym froncie falowym

Jednym z najprostszych rozwigzan réwnania falowego w przyblizeniu przyosio-
wym (3.28) jest wiazka opisujaca paraboliczny front falowy

EO . ’f'i .
E]gﬂ(r) = E;()+)<TJ_7 z) = — exp (zkzz) exp(ikz). (3.29)

W najprostszy sposéb mozna dowiesé tego, ze fala paraboliczna rzeczywi-
Scie spelnia réownanie falowe w przyblizeniu przyosiowym, podstawiajac funk-
cje (3.29) do réwnania (3.28) i sprawdzajac, czy réwnanie to jest spelnione.

&Uwaga!

Warto przy tym pamietaé, ze najwygodniejsza geometria dla rozwiazania po-
wyzszego problemu jest geometria cylindryczna z pelng symetria wokoét kie-
runku z. W takim przypadku laplasjan V2 przyjmuje postaé

21 d
Vi

(3.30)

dr3  ridry’

Wiagzka gaussowska

Inne rozwiazanie rownania falowego w przyblizeniu przyosiowym mozna otrzy-
mag¢ korzystajac z wlasnoéci réwnan rézniczkowych, zgodnie z ktora jezeli jakas
funkcja jest rozwigzaniem réwnania rézniczkowego, to réwniez ta sama funk-
cja przesunieta o warto$¢ stala jest rozwigzaniem tego réwnania. Wlasnosé te
mozemy wykorzysta¢ przesuwajac zmienna z o wartos$¢ ¢, tj. z = 2+ (. W
przypadku gdy ( jest liczba urojona, ( = —izpr, gdzie zr nazywane jest dtugo-
$cig Rayleigha, rozwigzanie réwnania falowego w przybliZeniu przyosiowym
nazywane jest wigzka gaussowska

2

E T
E®) () = B - 0 . 1 La) 31
5 (1) (ri,z) - exp zk;2(z o) exp(ikz) (3.31)
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Rysunek 3.5: Wiazka gaussowska z zaznaczonymi charakterystycznymi wielko-
Sciami: zr dlugosé¢ Rayleigha, wy przewezenie.

Warto zaznaczy¢, ze ostatni czlon powyzszego wyrazenia nie zostal przesuniety o
wartos¢ €. Stalo sie tak dlatego, ze jest to czlon, ktéry nie wynika z rozwiazania
réwnania (3.28), ale pochodzi z nosnej fali wyseparowanej w réwnaniu (3.26).
Przeanalizujmy teraz rozwiazanie (3.31). Dla z = 0 réwnanie (3.31) przyj-
muje postaé
2

Ey kr s
EW(r) = 2exp (L [i (k24 2)]. 3.32
£ =~ exp (5= ) exp i (ke -+ 3 (3.32)
Powyzsza funkcja opisuje falag plaska, ktéra, w przeciwienstwie do wczesniej-
szego przypadku, nie posiada stalej amplitudy (amplituda fali zmniejsza sie
wraz z oddalaniem sie od osi optycznej ukladu). Analogiczne rozwazania mo-
zemy przeprowadzi¢ dla z > zr. W takim przypadku réwnanie (3.31) przyjmuje
postaé

E )
E!5+)(r) R~ 70 exp(ikz), (3.33)

co jest rownaniem fali sferycznej. Jak wida¢, w oparciu o te dwa przypadki, roz-
wiazanie (3.31) jest rozwiazaniem hybrydowym opisujacym jednocze$nie dwa re-
zimy: fale plaskie dla matych z oraz fale sferyczne dla duzych z. Na rysunku 3.5
przedstawiono wyglad wiazki $wiatla w poblizu z = 0.
Przeksztalémy teraz wyrazenie (3.31) uzywajac podstawienia
1 1 A

z—izg R(z) * imﬁ(z)’ (8:34)

gdzie

R(z) == {1 + (?)1 7

2\ 2
1+<>].
2R
gdzie wy = y/Azr/m nazywane jest promieniem przewezenia wigzki (ry-

sunek 3.5). Analizujac definicje przewezenia, mozna zauwazy¢, ze dla zanie-
dbywalnej dtugosci fali, A — 0, przewezenie zmierza do zera, tzn. mamy do

(3.35)
w?(2) =wg
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Rysunek 3.6: Chwilowe pole elektryczne wiazki gaussowskie;j.

czynienia z punktowym ogniskiem. Jest to zatem rezim optyki geometryczne;j.
Jednakze kiedy dtugosé fali nie moze by¢ zaniedbana, tzn. gdy w gre wchodza
zjawiska falowe, to ognisko staje si¢ przewezeniem o skonczonych rozmiarach.
W ten sposéb manifestuje sie zjawisko dyfrakcji, ktore opisane zostanie pdznie;j.

Podstawienie zaleznosci (3.35) do réwnania (3.31) pozwala zapisa¢ je w po-
staci

E{(r) = EO% exp (_w?j(Lz)) exp {Z (kz + kQ]g%z) +&(2) + g)] ;
(330)

gdzie
£(z) = arctg (Z) (3.37)
ZR
nosi nazwe fazy Gouya. Przy wyprowadzaniu tego wzoru skorzystano z zalezno-
éci e2retel©) = | /(1 +4€)/(1 — i€). Chwilowe pole elektryczne wiazki gaussow-
skiej pokazane jest na rysunku 3.6.
Analizujac réwnanie (3.36), mozna w nim zidentyfikowaé¢ dwa czynniki: czyn-
nik amplitudowy
2
wo ™
Eo(r) = Eyg(r1,z) = FEy——e -, 3.38
o(r) o(rL,2) Ow(z) XP( w2(z)> ( )
ktéry determinuje zachowanie amplitudy wiazki gaussowskiej, oraz czynnik fa-
zowy odpowiadajacy za faze fali. W tym drugim mozna dodatkowo wyrédznié
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Rysunek 3.7: Ksztalt wiazki gaussowskiej dla 3 réznych wartosci przewezenia
wp: 0.5, 1, 2 (od lewej).

czesé radialna ¢, (r1 ) 1 cze$é podluzna ¢, (z) fazy

Pr(re,z) =exp (%f@) ’ (3.39)

p.(2) =exp [zkz + darctg (Zﬂ .

20

Natezenie wiazki gaussowskiej

Korzystajac z postaci amplitudy pola elektrycznego wiazki gaussowskiej [row-
nanie (3.38)] mozna obliczy¢ natezenie $wiatla takiej wiazki

2 2
ce wo 2ry
I(r)=1,(r1,2) = —|Eo(ri,2)> =1 | —| exp|——= ). 3.40
V(6 = Iy(r.9) = S1Ers 2 = 1| 2] e (- 25 ). a0
Rysunek 3.7 przedstawia profile natezeniowe wiazki gaussowskej, dla trzech réz-
nych wartosci przewezenia wg. Jak widaé, natezenie spada wraz z oddalaniem
sie od osi optycznej (r; = 0) zgodnie z funkcja Gaussa, co notabene jest powo-
dem, dla ktérego ten typ wiazki jest nazywany wiazka gaussowska.
Korzystajac z zaleznosci (3.40), mozna obliczy¢ calkowita moc jaka niesie ze
soba taka fala gaussowska
o I()Tr w2 Io
P, = I(ry,2)27r dr; = = —9 ?(2) = Zrw?. 3.41
| nti o - i) = P @)
Zgodnie z zasada zachowania energii, jezeli podczas propagacji nie ma pro-
ceséw rozpraszania energii, moc calkowita niesiona przez fale nie zmienia sie.
Dlatego tez wraz z oddalaniem sie od przewezenia spada maksymalne natezenie
fali.

Faza podtuzna wigzki gaussowskiej

Jak pokazano w réwnaniu (3.39), przy propagacji wzdluz kierunku z, faza zalezy
od dwoch czynnikéw. Pierwszy z nich, tj. czlon exp(ikr), jest identyczny jak w
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Rysunek 3.8: Dyfrakcja wiazki gaussowskiej.

przypadku fali ptaskiej i zalezy liniowo od wspoétrzednej z. Drugi z czynnikow,
dany zaleznoscia expliarctg(z/zr)] i zwany opéznieniem fazy Gouya, okre-
$la ilosciowo odstepstwo frontu falowego wiazki gaussowskiej od plaszczyzny.
Poniewaz wraz z oddalaniem sie od punktu z = 0 fala staje sie coraz bardziej
sferyczna, to zalezno$¢ ta jest monotoniczna. Efekt opodznienia Gouya wyste-
puje np. dla wiazek ktére zostaly skupione i staje si¢ on szczegdlnie wazny w
przypadku obliczenia czestotliwosci rezonansowych w rezonatorach.

Faza radialna wigzki gaussowskiej

W réwnaniu (3.39) pokazano, ze faza fali gaussowskiej zalezy réwniez od wsp6l-
rzednej poprzecznej 7, explikr? /R(z)]. Podobnie jak poprzednio, czlon ten
jest zwiazany z odstepstwem frontu falowego wiazki gaussowsiej od plaszczy-
zny, a ten jest funkcja polozenia, dlatego tez czynnik ten jest réwniez zalezny
od polozenia z.

Krzywizna frontu falowego i szerokosé wigzki

Do tej pory nie zidentyfikowaliémy znaczenia parametréw R(z) i w(z) zdefinio-
wanych réwnaniami (3.35). Jak sie okazuje, czynnik R(z) jest niczym innym
jak promieniem krzywizny frontu falowego, ktora przedstawiona zostala na ry-
sunku 3.9. W dwéch skrajnych przypadkach krzywizna ta przyjmuje wartosci:

2
~ ‘R
R(z) = . dla |z| < zg, (3.42)

R(z) = z dla |z] > zg,
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@ R(@) ®) w(z)

Rysunek 3.9: Krzywizna frontu falowego (a) oraz szerokosé¢ (b) wiazki gaussow-
skiej.

ktére odpowiadaja fali plaskiej w obszarze przewezenia i fali sferycznej dla od-
leglosci znaczaco wiekszych od dlugosci Rayleigha. Analizujac réwnanie (3.35),
mozemy znalez¢é minimum krzywizny frontu falowego R(zg) = 2zg, ktdre osia-
gane jest w odleglosci Rayleigha od przewezenia.

Podobne rozwazania mozna przeprowadzi¢ dla szerokosci wiazki w(z). Ko-
rzystajac z réwnania (3.35), mozna pokazaé, ze

w(z) =wo dla z =0,
Wo (3.43)
—z

w(z) =~ p”

= % dla |z] > zg,
gdzie 0y jest katem rozbiezno$ci wiazki. Zalezno$¢ szerokoéci od z pokazana
zostala na rysunku 3.9(b).

Przeprowadzona powyzej analiza dowodzi jednej z najwazniejszych wlasnosci
wiazek gaussowskich — podczas ich propagacji w przestrzeni nie zmienia sie profil
przestrzenny wiazki, a jedynie zmianie moga ulec pewne jego parametry.

3.6 Macierze ABCD dla wigzki gaussowskiej

Zdefiniujmy zespolony parametr ¢(z) = z — iz wiazki gaussowskiej, ktéry w
pelni opisuje jej stan w danym punkcie z:
1 1 A

() ~ R(z),mw(2)’ (3.44)

Wielko$¢ ta pozwala na eleganckie opisanie ewolucji wiazki w uktadach optycz-
nych. Zgodnie z tzw. prawem ABCD, jedli uklad optyczny jest opisany
macierza o elementach A, B, C oraz D, to parametry wiazki na wejsciu (q1) i
wyjsciu (go) wiaze zaleznosé:

= Celd D (3.45)

q2(2)
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Prawo to ukazuje niezwykla uzytecznosé macierzy ABCD réwniez poza rezimem
optyki geometrycznej.

Korzystajac z parametru ¢(z), mozemy przepisa¢ réwnanie wiazki gaussow-
skiej (3.31) do postaci

7,.2
E®)(r) = P % exp [Zqu(Lz)} exp(ikz), (3.46)

gdzie qo = ¢q(0) = —izg.

Okreslmy teraz zmiane parametréw wiazki gaussowskiej w dwéch prostych
przypadkach. Zacznijmy od propagacji §wiatla w pustej przestrzeni. Wyko-
rzystujac macierz propagacji $wiatla w przestrzeni [réwnanie (2.24)], dla ktérej
A=1,B=d,C =0,D =1, mozemy latwo pokazaé, ze zmiana parametru g,
przy propagacji na odlegloé¢ d, dana jest zaleznoécia

qQ(Z + d) =q (Z) + d. (347)
Rozpisujac te zaleznosé w sposéb jawny mozna pokazac, ze
Z9 — 1ZRo = (2:1 + d) — 12R1, (3.48)

tak wiec zmianie nie ulega dlugo$¢ Rayleigha, a jedynie przesunieciu ulega
wspolrzedna okreslajaca promien krzywizny wiazki, co jest w pelni zgodne z
naszg intuicja.

Sytuacja jest odmienna w przypadku przejécia przez soczewke. W przypadku
cienkiej soczewki skupiajacej opisanej macierza (2.50) (gdzie A=1,B=0,C =
—1/f,D = 1), wspélczynnik ¢ transformuje sie duzo latwiej, gdy analizujemy
jego odwrotnosé:

1 Ca@E+D —jnE+1 1 1
©:)  Aa(x)+B o) ak) f (3.49)

Rozpisujac te zaleznos$¢ na cze$¢ rzeczywisty i urojona, zgodnie z definicja pa-
rametru ¢, natychmiastowo widaé, ze:

1
Ry(z)  Ri(z) f (3.50)

Powyzszy wynik dowodzi bardzo waznego faktu: cienka soczewka natychmia-
stowo zmienia promieni krzywizny frontu falowego (zmienia faze radialng wiazki),
ale nie wplywa na sama szeroko$¢ wiazki (jej obwiednie) w plaszczyznie so-
czewki.

Transformacje dla bardzo zlozonych ukladéw optycznych mozna przeprowa-
dzi¢ korzystajac z reguly mnozenia macierzy ABCD i podstawienia parametréw
wynikowej macierzy bezposrednio do réwnania (3.45).



3.7 Wiazki Hermita-Gaussa

Podczas wyprowadzania réwnania (3.31) opisujacego wiazke gaussowska zalo-
zono, ze rozwazany uklad cechuje si¢ symetria walcowa. Jednakze w ogdlnosci
zalozenie takie nie musi by¢ prawdziwe, co prowadzi do innej formy wyrazenia
na pole elektryczne fali

Ez(,:@)(r) = Eg(]+)(r)Hl [m‘| Hm [m

() w(z)] exp[—i(m + n)&(z)] (3.51)
gdzie Eé‘” (r) jest zaleznoscia pola elektrycznego funkcji gaussowskiej dana réw-
naniem (3.31). Jak widaé istnieja dwie podstawowe réznice wzgledem funkcji
gaussowskiej. Pierwsza jest obecnosé¢ wielomianéw Hermita n-tego stopnia H,,,
druga czton normalizacyjny pojawiajacy sie przed nimi, zapewniajacy stalosé
mocy niezaleznie od [ i m. Trzecig réznica jest dodatkowy czlon fazowy poja-
wiajacy sie w opodznieniu fazowym Gouya. Nalezy tu podkreslié¢, ze catkowita
faza Gouya dla modu wyzszego rzedu wynosi w istocie (I +m + 1)arctg(z/zg),
jednak poniewaz funkcja bazowa E_(S+)(r) zawiera juz w sobie fundamentalng
faze Gouya (odpowiadajaca wartosci 1), we wzorze (3.53) dodajemy do niej je-
dynie dodatkowe opdznienie fazowe wynikajace bezposrednio z rzedéw [ oraz
m.

Rozwiazanie (3.53) zwane jest poprzecznym modem pola elektroma-
gnetycznego TEM, ,,,. Mod TEM odpowiada funkecji wlasnej réwnania Helm-
holtza w przyblizeniu przyosiowym bez symetrii obrotowej i, podobnie jak w
przypadku wiazki gaussowskiej, fala opisana takim modem porusza sie w prze-
strzeni nie zmieniajac ksztaltu, a co najwyzej zmieniajac swoje parametry.

Kluczowa wlasciwoscia modéw TEM jest fakt, ze zardwno pole elektryczne,
jak i magnetyczne tego promieniowania, nie posiadaja sktadowych réwnoleglych
do kierunku propagacji. Cho¢ warunek ten wydaje sie¢ byé¢ oczywisty, tak w
koncu jest w przypadku fali plaskiej, sferycznej i cylindrycznej, to okazuje sie,
ze jest on tylko spelniony w kilku bardzo szczegélnych przypadkach.

Pojawiajace sie w réwnaniu (3.53) wielomiany Hermita n-tego stopnia H,
sa stablicowane, a ich posta¢ moze zosta¢ podana wprost

Ho(z) =1,
Hi(z) = 2z,
Hy(z) = 2(22* — 1), (3.52)
H,(z) = (—1)"612%6_12 (jawna relacja).
Hy,1(x) =2xH,(z) — 2nH,_1(x). (relacja rekurencyjna).

Wielomiany Hermita n-tego rzedu charakteryzuja sie posiadaniem n zer funkcji.
W oparciu o te wlasnosé mozna pokazaé, ze funkcja TEMg o (I = m = 0) opisuje
wiazke gaussowska. Analogicznie TEM, ,,, odpowiada funkcji posiadajacej [ + 1
jasnych maksiméw w kierunku z oraz m + 1 jasnych maksiméw w kierunku y.
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Rysunek 3.10: Przestrzenny rozklad natezenia kilku pierwszych modéw po-
przecznych pola elektromagnetycznego TEM.

Warto w koncu zauwazy¢, ze pomimo tego, ze wielomiany Hermita rozbiegaja
sie dla duzych wartosci |z| lub |y| to obecno$é funkcji Gaussa w wyrazeniu Eqy(r)
sprawia, ze cale wyrazenie zbiega do zera. Przyklady kilku pierwszych moddéw
TEM zostaly przedstawione na rysunku 3.10.

3.8 Wiazki Laguerre’a-Gaussa

Skorzystajmy jeszcze raz z zasady superpozycji i wyznaczmy superpozycje dwoch
modéw TEM: TEM, ,,, oraz TEM,, ;. Superpozycja takich modéw opisana jest
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polem danym w postaci

ED(e) = B ()Ll m] explile) expl(2p + [1)E(2)] (3.53)

w(z)

gdzie [ jest calkowite i nieujemne, a m moze przyjmowaé dowolne wartosci

calkowite (w tym zero). Pojawiajace sie¢ w rOwnaniu wyrazenie L}ml (z) jest tzw.
stowarzyszonym wielomianem Laguerre’a rzedu [-tego, ktorego postaé dana jest
zalezno$ciami

Ly (z) =1,
LT (x)=—z+m+1,
2 2 1
L0 () = % e+ 2+ (m + )2(m+ )7 (3.54)
z7me* d”
m — Il -z, .n+m
n'(2) n!  dzn (e * )7

zdefiniowanymi dla m > 0. W praktyce liczba [ determinuje liczbe zer wielo-
mianu Laguerre’a, a co za tym idzie liczbe ciemnych pierscieni jakie posiada
wiazka. Podobnie jak w przypadku wigzek kwadratowych, w modach cylin-
drycznych funkcja bazowa Eéﬂ(r) niesie ze sobg ladunek fundamentalnej fazy
Gouya, dlatego we wzorze (3.53) czlon eksponencjalny uzupelnia jedynie faze
do poprawnej wielkosci (21 + |m| + 1)arctg(z/zR).

Amplituda pola modu Laguerre’a-Gaussa zalezy zaréwno od wspdlrzednej
radialnej r , jak i wspélrzednej z, ale jest niezalezna od wspoélrzednej azymutal-
nej ¢. Od tej wspélrzednej zalezy tylko faza, ktéra zmienia si¢ wraz z obrotem
wokél osi z. W ten sposob mody Laguerre’a-Gaussa posiadaja tzw. ladu-
nek topologiczny, czyli posiadajg tzw. wir optyczny, co oznacza, ze oprocz
momentu pedu wynikajacego z polaryzacji posiadaja tez dodatkowy, tzw. or-
bitalny moment pedu. Posiadanie orbitalnego momentu pedu przez $wiatto
powoduje, ze zmianie ulega¢ moze jego oddzialywanie z atomami. W szczegdl-
noéci mozliwe staja sie przejscia pomiedzy poziomami energetycznymi, ktére nie
byly mozliwe dla wiazek bez wiru.

Poniewaz wiazki Laguerre’-Gaussa sa superpozycjami modéw TEM, réwniez
te wiazki charakteryzuja sie brakiem sktadowej podtuznej do kierunku propa-
gacji zarowno dla pola elektrycznego, jak i magnetycznego $wiatta.

Kilka przykladowych rozkladow natezenia $wiatla wiazki Laguerre’a-Gaussa
pokazanych jest na rysunku 3.11.

Wykorzystanie wigzek Swiatla z wirem

Wiazki z niezerowym tadunkiem topologicznym znalazly w ostatnich
dekadach szereg fascynujacych zastosowan, rewolucjonizujac wiele dziedzin
nauki i techniki. Jednym z pierwszych przeloméw byla zaawansowana mi-
kromanipulacja optyczna. Podczas gdy tradycyjne szczypce optyczne
(wykorzystujace skupione wiazki gaussowskie) pozwalaja na przestrzenne
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Rysunek 3.11: Przestrzenny rozklad natezenia $wiatta kilku pierwszych modéw
Laguerre’a-Gaussa.

uwiezienie i przesuwanie mikroskopijnych obiektéw, uzycie wiazek z orbi-
talnym momentem pedu pozwala na przekazanie tego momentu materii. W
efekcie uwigziona czastka zostaje wprawiona w precyzyjny ruch obrotowy.
Uzyskuje si¢ dzieki temu narzedzie w biofizyce, pozwalajace na badanie
wlasciwosci mechanicznych DNA czy napedzanie mikrosilnikow w uktadach
mikroprzeptywowych.

Innym, niezwykle obiecujacym kierunkiem rozwoju jest telekomunika-
cja Swiatlowodowa i satelitarna. Poniewaz mody o réznych wartosciach
tadunku topologicznego sa do siebie $ci$le ortogonalne, moga one propa-
gowaé sie w tym samym osrodku bez wzajemnego zaklécania sie (inter-
ferencji). Wlasciwos$é ta stala sie fundamentem tzw. multipleksowania z
podzialem przestrzennym. Technika ta pozwala na jednoczesne przesylanie
wielu niezaleznych strumieni danych na tej samej dlugosci fali Swietlnej, co
otwiera droge do drastycznego i teoretycznie nieograniczonego zwiekszenia
przepustowosci globalnych sieci teleinformatycznych.

Zjawisko wiréw optycznych z powodzeniem eksploatuje si¢ rowniez w
astronomii i optyce kwantowej. W teleskopach nowej generacji stosuje sie
tzw. koronagrafy wirowe, tj. instrumenty, ktére wykorzystuja osobliwos¢
fazowa w centrum wiazki do precyzyjnego wygaszenia oslepiajacego Swiatta
odleglej gwiazdy, co umozliwia bezpos$rednia obserwacje krazacych wokot
niej, stabo $wiecacych egzoplanet. Z kolei w zaawansowanej kryptografii
kwantowej fotony niosace orbitalny moment pedu pozwalaja na kodowanie
informacji w ukladach wielowymiarowych, co radykalnie zwieksza bezpie-
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czenstwo 1 gestos¢ przesylania kwantowych kluczy szyfrujacych.

3.9 Podsumowanie rozdziatu

W niniejszym rozdziale zaprezentowano przeglad rozwigzan réwnania falowego
dla pola elektromagnetycznego, stanowiacych fundament wspolczesnej optyki
klasycznej i fotoniki. Wychodzac od ogdlnego ujecia réwnania Helmholtza w
réznych ukladach wspélrzednych, wprowadzono idealizacje w postaci fal pla-
skich, sferycznych i cylindrycznych. Szczegdlng uwage poswiecono zdefiniowaniu
poje¢ wektora falowego, frontéw falowych oraz zwiagzku amplitud pél elektrycz-
nego i magnetycznego, wykazujac na ich podstawie jednoznacznie poprzeczny
charakter propagujacego si¢ zaburzenia.

Kluczowym rozwinigciem tego zagadnienia bylo wprowadzenie przyblizenia
przyosiowego i przyblizenia wolnozmiennej obwiedni, ktére pozwolito na ma-
tematyczny opis fizycznie realizowalnych wiazek promieniowania. Rozwigzanie
zmodyfikowanego rownania Helmholtza zaowocowato sformulowaniem pojecia
wiazki gaussowskiej. Omoéwiono jej fundamentalne parametry przestrzenne —
odleglos¢ Rayleigha, przewezenie oraz faze Gouya — ktére definiuja strukture
wiazek emitowanych przez wspoétczesne uklady laserowe. Ukazano ponadto, ze
baza rozwiazan moze by¢ skutecznie rozszerzana o wyzsze mody poprzeczne, ta-
kie jak wiazki Hermita-Gaussa i Laguerre’a-Gaussa. Wprowadzenie tych ostat-
nich, zwiazanych z wystepowaniem orbitalnego momentu pedu i zjawiskiem
wiru optycznego, sygnalizuje istnienie zaawansowanych stopni swobody pola
promieniowania, ktoére otwieraja zupelnie nowe perspektywy w kontekécie kon-
troli materii i kodowania informacji. Calo$¢ omoéwionego tu formalizmu falo-
wego, oprdcz opisania samej formy propagacji, stanowi niezbedne podglebie do
pdzniejszego, rygorystycznego zrozumienia zjawisk dyfrakcji i propagacji w re-
zimach, w ktérych przyblizenie optyki promieni zawodzi, o czym przeczytasz w
dalszych rozdzialach podrecznika.

Zadania

3.1. Poréwnaj fale monochromatyczna opisana zespolona amplituda E(()+) zZ
fala monochromatyczna o tej samej czestotliwodci, ale sprzezonej ampli-
tudzie, biorac pod uwage natezenie, ksztalt i kierunek wektora falowego.
Do obliczen uzyj:

(a) fali ptaskiej E(r) = Eé‘” explik(z +v)/V2],
)
(b) fali sferycznej E(r) = By exp(ikr).

T

3.2. Zakladajac uklad o symetrii cylindrycznej, wyprowadz réwnanie fali cylin-
drycznej. Przy wyprowadzaniu zaleznosci skorzystaj z operatora Laplace’a
zapisanego we wspolrzednych cylindrycznych.
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3.3.

3.4.

3.5.

3.6.

3.7.

3.8.

3.9.

Udowodnij, ze funkcja paraboliczna spelnia réwnanie falowe w przyblize-
niu przyosiowym.

Wyprowadz funkcje opisujaca wiazke gaussowska wykorzystujaca pojecie
przewezenia i faze Gouya [réwnanie (3.36)] wychodzac z zaleznosci jawnie
wykorzystujacej pojecie dlugosci Rayleigha [réwnanie (3.31)].

Przyjmujac, ze laser emituje wiazke $wiatla o profilu gaussowskim, oblicz
rozmiar wiazki w odleglosci 10 km od przewezenia, zakladajac, ze Srednica
wiazki w przewezeniu wynosi 0,5 cm. Do obliczen przyjmij dlugosé fali
A = 700 nm.

Laser emituje $wiatlo o profilu gaussowskim i dlugosci fali A\, gdzie prze-
wezenie wy obserwowane jest na wyjsciu z lasera, ktore oswietla ekran
umieszczony w odleglosci d od lasera.

(a) W jakiej odleglosci nalezy ustawi¢ ekran, by krzywizna docierajacego
do niego frontu falowego byla minimalna, i jaki promien (liczony jako
odleglosé od érodka dla punktu, w ktérym natezenie spada 1/e? razy)
bedzie mie¢ wtedy ta wiazka?

(b) Jaka warto$¢ liczbowa przyjmuje ten promieni dla $wiatla o dlugosci
fali A = 2007 nm, odleglosci ekranu d = 10 cm oraz przewezeniu
wo = 0,1 mm.

Korzystajac z zaleznoéci

wyprowadZ wzory na R(z) i w?(z).

Promien lasera ma profil gaussowski o $rednicy 2 mm i calkowitag moc
10 mW. Oblicz powierzchniowa gesto$é mocy (natezenie) i amplitude fali
elektrycznej w centrum wiazki oraz w punkcie oddalonym od centrum o
1 mm.

Powszechnie stosowana technika pomiaru promienia wiazki gaussowskiej
polega na zastanianiu jej przestona z ostra krawedzia (np. zyletka) prosto-
padle do kierunku rozchodzenia si¢ wigzki oraz na pomiarze mocy pozo-
stalej (niezaslonigtej) wiazki. Zgodnie z zasada 10-90, pomiaru polozenia
zyletki dokonuje sie, gdy transmitowana moc réwna jest 10% i 90% calko-
witej mocy wiazki. W takim przypadku promiert wiazki w(z) w punkcie
pomiaru dany jest zaleznosScia:

w(z) = alzio% — Too%l,

gdzie « jest pewnym wspotczynnikiem. Wyznacz wartos¢ wspotczynnika
a.
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3.10. Wyznacz rozklad natezenia $wiatta powstatego przez nalozenie na siebie

3.11.

3.12.

dwoéch wigzek Hermita-Gaussa TEM; g i TEMy ; o jednakowych nateze-
niach (wiazki te maja niezalezne i losowe fazy, wiec ich natezenia dodaja sie
bez interferencji). Wyznacz catkowita moc, jaka niesie ze soba ta wiazka.

Wszystkie mody Hermite’a-Gaussa charakteryzowane tym samym prze-
wezeniem wq tworza baze zupelna. Oznacza to, ze dowolny rozklad pola
E™) moze byé przedstawiony jako nieskoficzona suma modéw Hermite’a-
Gaussa:

ED@F1,0)= Y cmBit (1,0,

l,m=0

gdzie El(jn) oznacza rozklad odpowiadajacy modowi TEM, ,,,. Przyjmujac,
ze mody Hermite’a-Gaussa sa ortogonalne, zaproponuj sposoéb obliczenia
wspotezynnikéw ¢ .

Rozwaz wiazki Hermite’a-Gaussa TEM; ,, o dlugosci Rayleigha zp =
30 cm w prézni. Okresl czestotliwoéci w zakresie v = 10 4 2 x 10° Hz,
dla ktérych opo6znienia fazowe miedzy punktami z = —zp oraz z = zg
umieszczonymi na osi wiazki sa catkowita wielokrotnosciag 7. Co stanie sie
z tymi punktami wraz z oddalaniem si¢ od osi wiazki?
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Rozdziat 4

Wzory Fresnela

4.1 Zachowanie pola elektrycznego i magnetycz-
nego na granicy osrodkow

Rozwazmy dwa oérodki dielektryczne opisane staltymi dielektrycznymi 1 i €9
oraz przenikalnodciami magnetycznymi py i pe. Na granicy pomiedzy tymi
osrodkami dochodzi do transformacji sktadowych pola elektrycznego i magne-
tycznego zgodnie z tzw. warunkami brzegowymi. Aby wyprowadzié¢ te wa-
runki, mozemy przywotaé¢ catkowe postacie prawa Gaussa dla pola elektrycznego
i magnetycznego w dielektrykach:

fB.dszo,

s
D-dS =0,
s

(4.1)

gdzie catkowanie odbywa si¢ po powierzchni zamkniete;j.

Wyobrazmy sobie walec, ktérego podstawy o polu powierzchni S, znajduja
siec w dwdch oérodkach, zas powierzchnia boczna ma pole S, (Rys. 4.1). W
takim przypadku réwnanie (4.1) mozna przepisa¢ do postaci:

By-Sp1 +Bi2-Sp +Ba-Spe =0,

(4.2)
Dy S +Di2-Sp+Dy - S0 =0.

Zalézmy teraz, ze wysokos¢ tego walca dazy do zera, tak by dwie podstawy
znajdowaly sie nieskonczenie blisko siebie, ale jednak w réznych osrodkach. W
takim przypadku powierzchnia boczna walca jest réwna zero, S, = 0, i drugi
wyraz w obu wyrazeniach znika. Zauwazmy ponadto, ze obie podstawy walca
maja takie same pola, ale ich normalne skierowane sg w przeciwnych kierunkach,
tzn. S,1 = —S,2. Podstawiajac te zaleznos¢ do réwnan (4.2), otrzymujemy
warunki transformacji dla skladowej normalnej indukcji pola elektrycznego i
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Rysunek 4.1: Walec rozciagajacy si¢ pomiedzy dwoma osrodkami dielektrycz-
nymi, pozwalajacy na wyprowadzenie transformacji sktadowej normalnej induk-
cji pola elektrycznego i magnetycznego.

magnetycznego:

(4.3)

gdzie indeks n oznacza skladowa normalna do granicy. Nalezy w tym miejscu
wyraznie podkredlié, ze ciagtosé sktadowej normalnej wektora indukcji pola elek-
trycznego (D1, = Da,) wynika wprost z zalozenia o braku tadunkéw swobod-
nych na granicy obu dielektrykéw (powierzchniowa gesto$é tadunku ogyon = 0).
Gdyby na granicy osrodkéw celowo zgromadzono tadunek elektryczny, prawo
Gaussa wymagaloby uwzglednienia go w calkowitym strumieniu. Doprowadzi-
loby to do nieciaglosci, a sam skok wartosci sktadowej normalnej bytby propor-
cjonalny do gestosci tego ladunku (Da,, — D1, = Ogwob). W przypadku stan-
dardowych zagadnien optycznych, gdzie badamy propagacje fali w obojetnych
elektrycznie dielektrykach, przyjmuje sie jednak, ze ogwob = 0.

W celu wyprowadzenia warunkéw brzegowych dla sktadowych stycznych pola
elektrycznego i magnetycznego skorzystamy z catkowej postaci prawa Faradaya

i prawa Ampere’a:
]{ E-dl=0,

L
H-dl=0,
L

(4.4)

gdzie po raz kolejny zalozyliSmy, ze w osrodku nie ma swobodnych tadunkéw,
za$ same pola nie zmieniaja sie w czasie. W analogii do poprzednich rozwazan
tworzymy krzywa zamknieta w postaci prostokata, ktérego dwa boki sa réwno-
leglte do granicy osrodkéw, dwa zas sa do niej prostopadle (Rys. 4.2). Podobnie
jak w przypadku powyzszych obliczen, rozbijamy powyzszy prostokat na cztery
boki i zakladamy, ze dtugosé bokéw prostopadtych do granicy miedzy o$rodkami
zmierza do zera, l12 — 0. Uwzgledniajac, ze kierunki wektoréw zwiazanych z
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Rysunek 4.2: Prostokatny obrys wykorzystany jako krzywa zamknieta rozcia-
gnieta miedzy dwoma osrodkami dielektrycznymi do wyprowadzenia warunkdw
brzegowych dla natezenia pola elektrycznego i magnetycznego.

odcinkami réwnoleglymi do granicy o$rodkow sa przeciwne, ale ich diugosci sg
identyczne, 1; = —15, otrzymujemy
E1'117E2'11:0,

(4.5)
H1~11—H2~11:0,

co po wykonaniu iloczynu skalarnego daje wzory na sktadowe styczne natezenia
pola elektrycznego i magnetycznego:

By = Eoy,
Hy; = Hyy,

gdzie indeks ¢ oznacza sktadowa styczna do granicy.

Roéwnania (4.3) oraz (4.6) sa réwnaniami brzegowymi dla odpowiednich skla-
dowych natezenia i indukcji pola elektrycznego i magnetycznego, ktére pozwola
nam na analize zachowania fali elektromagnetycznej na granicy dwéch osrod-
kéw.

4.2 Transformacja pola elektrycznego swiatla na
granicy dwoéch osrodkow

Zalézmy, ze na granice pomiedzy dwoma dielektrykami pada Swiatlo opisane
polem F,, ktére podlega odbiciu i zatamaniu, dzielac si¢ na dwie wigzki opisane
odpowiednio polami F, i E.. Fale te mozemy zapisa¢ jako fale ptaskie dane w
ogdblnej postaci réwnaniami (dla uproszczenia pominieto faze poczatkowa):

Ep = E;E)ei(kp'r_wpt)7

Ez = Ei:;)ei(kz-r—wzt)7 (47)

Eo _ Eé:"(‘))ei(ko-rfwot)'
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gdzie

w
ky = 22
P Ul’
Wo
ko = .
- (4.9
kz = &7
V2

oraz EZ-(,JB) jest amplituda zespolona pola elektrycznego odpowiedniej wiazki

swiatla, przy czym i € {p, z,0}.

4.3 Stalo$¢ czestotliwosci fali

Z réwnan brzegowych sktadowej stycznej natezenia pola elektrycznego mozemy
zapisa¢ dla $wiatta nastepujace zaleznosci:

{E;:B)ei(kp-rprt) _ Eg:&(‘))ei(kyrfwot)}t _ [Ei:‘g)ei(kz-rfwzt)]t. (4.9)

Powyzsze réwnanie prawdziwe jest dla dowolnej chwili czasu t. Aby warunek
ten byl spelniony, musi zachodzi¢ zaleznosé

wpt = wot = w,t, (4.10)

skad ostatecznie mamy, ze

Wp =W = W, = w. (4.11)

Z réwnania (4.11) wynika, ze zaréwno fala padajaca, odbita, jak i fala zalamana
maja te sama czestotliwo$é. Zaleznosé ta dowodzi statosci czestotliwosci $wiatta
w kazdym oérodku, w ktorym rozchodzi sie swiatto.

4.4 Przestrzenna orientacja promienia padajg-
cego, odbitego i zalamanego

Zajmijmy sie teraz kierunkami rozchodzenia si¢ wiazki padajacej, odbitej i za-

tamanej. Prowadzac analize analogiczna do tej przeprowadzonej powyzej dla

czestosci, mozna pokazaé, ze pomiedzy okreslonymi wyrazeniami w wykladniku
opisujacym fale zachodza relacje

k, r=k, - r=k,r. (4.12)

Na potrzeby rozwazan wybierzmy uklad wspdlrzednych w taki sposob, aby
wektor wodzacy r lezal w plaszczyzZnie granicy osrodkéw i byl on prostopadly
do wektora falowego fali padajacej kp, tzn.

k,-r=0. (4.13)

82



|
Promien : Promien
padajacy I odbity

1
Plaszczyzna Promien
padania zalamany

Rysunek 4.3: Odbicie od granicy dwéch dielektrykéw z zaznaczong fala pada-
jaca, odbita i zalamana.

Laczac te zalezno$é z réwnaniem (4.12), otrzymujemy réwniez, ze dla fali odbitej
i zalamanej spelniona jest zaleznosé

k,-r=k, - r=0. (4.14)

Réwnanie (4.14) dowodzi, ze fala padajaca, zalamana i odbita leza w tej samej
plaszczyznie zwanej plaszczyzng padania.

4.5 Prawo odbicia i zalamania

Wybierzmy teraz uklad wspoélrzednych w taki sposéb, by jego $rodek nalezal
do plaszczyzny padania, za$ sam wektor r byl styczny do granicy osrodkdéw
r = rt (Rys. 4.3). Analizujac zaleznosci geometryczne, mozna zapisaé

k, -r =k, tr=kyrcos(—0;) = kyrcos = k,rcos(r/2 — a,) = k,rsina,,

k, -t =Kk, tr=kyrcosby = k,rcos(m/2 — a,) = korsinay,

k. r=k,-tr=k,rcos(—03) = k.rcosfs = k,rcos(n/2 — ) = k.rsina,,

(4.15)

gdzie przyjeto konwencje, ze katy dane sa w wartosciach dodatnich (stad znak
minus przy katach 6, oraz 03).
7 przytoczonej juz wczesniej zalezno$ci mamy

kprsina, = korsino, = k,rsina;, (4.16)
co po wstawieniu k = w/v daje

sinqy, sina, sina,

(4.17)

U1 U1 V2

Z réwnania (4.17) otrzymujemy zaréwno prawo odbicia

ap = o, (4.18)
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Rysunek 4.4: Zachowanie skladowych elektrycznych i magnetycznych fali na
granicy dwbch osrodkéw w sytuacji, w ktorej wektor pola elektrycznego prosto-
padly jest do plaszczyzny padania (polaryzacja s).

jak réwniez prawo zalamania

sin « v
R (4.19)
sino,  ve
ktére mozna takze zapisa¢ w postaci
nq sin oy, = na sin a. (4.20)

4.6 Wzory Fresnela

Dowolny stan polaryzacji $wiatla moze by¢ przedstawiony jako superpozycja
fal liniowych drgajacych w kierunkach prostopadlych z odpowiednimi fazami.
Dlatego tez niezaleznie od liczby mozliwosci, z jakimi mamy do czynienia przy
analizie procesu padania na granice dwoch osrodkéw, wystarczy rozwazy¢ tylko
dwa przypadki, w ktérych wektor pola elektrycznego (polaryzacja liniowa $wia-
tla) jest prostopadly (polaryzacja s) albo réwnolegly (polaryzacja p) do
plaszczyzny padania. Ponizej przedstawiamy analize tych dwoch przypadkdw.

4.6.1 Wektor E prostopadly do plaszczyzny padania
(polaryzacja s)

Rysunek 4.4 przedstawia orientacje przestrzenne wektoréw pol elektrycznego i
magnetycznego fali padajacej, odbitej i zalamanej w sytuacji, w ktorej kierunek
wektora pola elektrycznego prostopadly jest do plaszczyzny padania. Z warun-
kéw ciaglosei dla skladowej stycznej (w rozwazanej sytuacji skierowanej wzdluz
osi x) pola magnetycznego mamy

-H,,+Hop=—-H,,. (4.21)

)
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Korzystajac z zaleznosci pomiedzy natezeniem H i indukcja B pola magnetycz-
nego w oSrodkach izotropowych (B = p;H, gdzie p; jest bezwzgledna przeni-
kalno$cig magnetyczng) oraz z relacji trygonometrycznych, mozna zapisaé

B B B
— L cosa, + =2 cosa, = —— cos a. (4.22)
H1 1231 M2
Wiedzac, ze B = E/v oraz korzystajac z prawa odbicia, o, = «,, réwna-
nie (4.22) mozna zapisaé jako
E,—FE E
—L_—cosa, = —— cosa, (4.23)
H101 H2V2

co po wstawieniu v = ¢/n daje

E,—-E, E,
By = Eo) cosa, = 1272 cos Q. (4.24)
H1 H2

Wykorzystujac przywotane juz kilkukrotnie réwnanie ciaglosci dla nateze-
nia pola elektrycznego trzech fal (E, + E, = E,), mozna z réwnania (4.23)
wyrugowaé albo pole elektryczne fali zalamanej E., albo odbitej E,.

Zdefiniujmy teraz wspoélczynniki, zwane amplitudowymi wspdolczynni-
kami Fresnela, ktére charakteryzowaé beda stosunki amplitud fal odbitej lub
zalamanej do fali padajacej

E,
Ly

4.2
o (1.25)
Ey
Korzystajac z tych definicji, mozna w rozwazanym przypadku zdefiniowaé

amplitudowe wspoétczynniki Fresnela dla skladowej prostopadtej fali
odbicia i zatamania:

na )
E, LT cosap + 2 cos

ny
[ <Ez> _ 2“1 CoS
B T ng )
Ey,) | cos ap + 2 cos o,

ni 5 _ n2
_ EO W COS (yp 2 COS (x5
ry = ny
1

(4.26)

W oérodkach niemagnetycznych, tj. w sytuacji, w ktérej p1 =~ pe ~ pg, am-
plitudowe wspélczynniki Fresnela dla sktadowej prostopadtej przyjmuja postaé

11 COS (tp — N COS O

Ty = )
N1 COS (p + Nz COS (v (4 27)
2n1 cos ’

N1 Cosay + ng cos
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Rysunek 4.5: Zachowanie wektoréw pola elektrycznego i magnetycznego na gra-
nicy dwoch osrodkéw w sytuacji, w ktorej wektor pola elektrycznego lezy w
plaszczyZnie padania (polaryzacja p).

4.6.2 Wektor E réwnolegly do ptaszczyzny padania
(polaryzacja p)

Rozwazmy teraz sytuacje, w ktorej wektor pola elektrycznego fali swietlnej lezy
w plaszczyZnie padania. Aby jednoznacznie zdefiniowaé¢ amplitudowe wspét-
czynniki Fresnela, musimy przyja¢ okreslona konwencje znakow. W niniejszym
opracowaniu stosujemy uktad spopularyzowany m.in. przez E. Hechta, w kté-
rym dodatnie zwroty wektoréw pola elektrycznego fali padajacej i odbitej sa
okreslone tak, by przy normalnym padaniu (kat 0°) ich rzuty na plaszczyzne
granicy pokrywaly sie z konwencja dla polaryzacji s. Powoduje to, ze w granicy
normalnego padania, z powodéw geometrycznych, zachodzi relacja rj = —r .

Warto w tym miejscu odnotowaé, ze w starszej, klasycznej literaturze (up.
M. Born, E. Wolf Principles of Optics) stosowana jest odmienna konwencja, w
ktérej wektor fali odbitej jest odwrécony. Skutkuje to odwrotnym znakiem w
liczniku wspolczynnika odbicia. Nalezy mieé¢ swiadomosé tych réznic podczas
korzystania z réznych zrédet.

Z warunkow brzegowych dla stycznej sktadowej pola elektrycznego mozna w
naszej konwencji zapisaé

— E,cosay + Eycosay = —E, cos o (4.28)
Dla skladowej magnetycznej $wiatta otrzymujemy za$ zaleznosé

B B B
P4 o0 2 (429)
M1 M1 H2

Na podstawie tych réwnan, w sposéb analogiczny do opisanego powyzej mozna
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wyprowadzi¢ amplitudowe wzory Fresnela dla sktadowej réwnolegtej

ny _ng
- E,\ g5 cCosap—pcosa,
I E, 2 cos o, + 2 cos o,
Il M2 LT
E 2™ cos (4.30)
= () = T
- Ton2 n1 ’
E, I 112 COS Qp + L cos
ktére w osrodkach niemagnetycznych (u; & po) przyjmuja postaé
o 12C08Qp — My COS QL
I ng cos oy, + ny cosa’
o (4.31)
1.COS (tp
by = :
T2 COS (¢ + N1 COS Oy

4.6.3 Zalezno$¢ wspolczynnikow Fresnela od kata padania

W oparciu o wyprowadzone powyzej zaleznoéci mozliwe jest wyznaczenie am-
plitudowych i fazowych relacji dla fali odbitej i zalamanej na granicy dwdch
osrodkéw. W praktyce mozna rozpatrywac zaréwno przypadek, w ktérym swia-
tlo zalamane wychodzi z osrodka rzadszego optycznie (o nizszym wspdlczynniku
zalamania nq) do osrodka gestszego optycznie (o wyzszym wspo6lezynniku zala-
mania ng), jak i odwrotnie.

Rysunek 4.6 przedstawia zaleznos¢ amplitudowych wspoélczynnikéw Fresnela
w funkcji kata padania «,, przy czym wspdlczynnik zatamania pierwszego
osrodka mnq jest mniejszy od wspdlczynnika zatamania drugiego osrodka neo
(ng > ny). Jak pokazano na wykresach, w takim przypadku zaréwno wspo6l-
czynniki transmisji, jak réwniez wspélczynniki odbicia zmieniaja sie wraz ze
wzrostem kata padania w sposéb monotoniczny, przy czym warto$é¢ wspotczyn-
nika odbicia dla sktadowej prostopadlej jest ujemna dla wszystkich wartosci kata
padania. Oznacza to, ze w przypadku odbicia od o$rodka gestszego optycznie
nastepuje skok fazy fali o w. W przypadku wspdlczynnika dla fali odbitej o pola-
ryzacji réwnolegtej ||, wspoiczynnik ma poczatkowo warto$¢ dodatnia i maleje
wraz ze wzrostem kata. Dla pewnego specjalnego kata ap, zwanego katem
Brewstera, wspolczynnik ten osiaga warto$¢ rowna zero. Oznacza to, ze dla
tego kata prostopadta sktadowa $wiatta nie jest odbijana od granicy osrodkéw.
Jedli chodzi o $wiatlo transmitowane widaé, ze istnieja dwa szczegllne katy
dla ktorych amplitudowe wspoétczynniki transmisji sktadowej prostopadlej ¢, i
réwnoleglej ¢ sa identyczne. Katami tymi sa 0 oraz /2.

Podobne zaleznosci jak dla odbicia od osrodka gestszego optycznie mozna
wyprowadzi¢ dla odbicia od osrodka rzadszego optycznie. Zalezno§¢ amplitudo-
wych wspoétczynnikow odbicia od kata padania przedstawia Rys. 4.7. W takim
przypadku wspoélezynniki odbicia r; i 7 cechuja si¢ podobna monotoniczng
zaleznodcia jak we wezedniejszym przypadku. Pierwszy z tych wspélczynnikéw
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Amplitudowy wspotczynnik Fresnela
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Kat padania a,

Rysunek 4.6: Zaleznos¢ amplitudowych wspotczynnikéw Fresnela od kata dla
fali odbitej i zalamanej. Do odbicia dochodzi na granicy pomiedzy powietrzem
(ny =1) i szklem (ng = 1.5).
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Rysunek 4.7: Zaleznos¢ amplitudowych wspélczynnikéw Fresnela od kata dla
fali odbitej. Do odbicia dochodzi na granicy pomiedzy szklem (n; = 1,5) i
powietrzem (ng = 1).
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r, ro$nie wraz ze wzrostem kata, podczas gdy drugi, poczatkowo osiagajacy
wartosci ujemne, ros$nie osiaggajac w konicu warto$¢ zerowa dla ap. Jak widaé
réwniez w takim przypadku swiatto odbite od granicy dwdch osrodkéow moze
by¢ catkowicie spolaryzowane. Dla jeszcze wigkszych katéw wspolczynnik r
ro$nie wraz z katem osiggajac wartos¢ 1 dla kata granicznego ag,.. Dla katéw
wigkszych od kata granicznego dochodzi do zjawiska catkowitego wewnetrznego
odbicia.

4.6.4 Kat Brewstera

Powr6émy jeszcze do sytuacji, w ktorej kat padania jest katem Brewstera, w
ktorym to przypadku wspélczynnik odbicia sktadowej réwnoleglej rowny jest
0. Oznacza to, ze dla kata Brewstera fala odbita od granicy o$rodkéw jest
calkowicie spolaryzowana w kierunku prostopadlym do ptaszczyzny padania.
Warto w tym miejscu jednak zaznaczy¢, ze polaryzacja fali odbitej nie oznacza,
ze fala transmitowana do o$rodka jest spolaryzowana. Owszem, zmienia sie jej
polaryzacja, ale wcigz jest w niej obecna skladowa prostopadta, jak i rownolegta.
Uzywajac definicji wsp6lczynnika odbicia dla skladowej rownolegtej 7 oraz
korzystajac z prawa Snella, réwnanie na wspolezynnik 7| mozna przepisa¢ do
postaci
- tg(o‘P —a;)
| tg(ap +az)
Z powyzsze]j postaci réwnania mozna pokazac, ze 7 = 0 osiagane jest dla o, +
a, = w/2. Oznacza to, ze dla kata Brewstera kat pomiedzy wiazka odbita
i zalamana jest prosty. Pozwala nam to wyznaczy¢ wartos¢ kata Brewstera,
korzystajac z rownania Snella:

(4.32)

sinap sinap ng
= =t = — 4.33
sin(m/2 —ap) cosap san ny’ (4.33)

ktora dana jest przez

ap = arctg (712) . (4.34)

ni

Co ciekawe, z polaryzacjg fali na skutek odbicia pod katem Brewstera mamy
do czynienia zaréwno w przypadku, w ktérym padanie odbywa si¢ od osrodka
rzadszego optycznie, jak i w przypadku padania od strony osrodka gestszego
optycznie.

Fizyczny powdd tego zjawiska ujawnia sie niezwykle elegancko w ujeciu
mikroskopowym. Kiedy fala elektromagnetyczna wnika do drugiego osrodka,
wymusza ona oscylacje dipoli elektrycznych (chmur elektronowych atoméw i
czasteczek) w tym materiale. Oscylujace dipole staja sie wtérnymi Zrédlami
promieniowania. Zaleznosci geometryczne sprawiaja, ze dla polaryzacji p przy
padaniu pod katem Brewstera, o$ oscylacji dipoli wewnatrz drugiego osrodka
pokrywa si¢ dokladnie z kierunkiem propagacji hipotetycznej fali odbitej. Po-
niewaz klasyczny dipol nie wypromieniowuje energii wzdluz wlasnej osi drgan,
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fala odbita o tej polaryzacji po prostu nie moze powstaé. Cala energia sktadowe;j
p jest w tym specyficznym ujeciu transmitowana.

Mozliwos¢ polaryzacji $wiatla poprzez odbicie ma szereg waznych zastoso-
wan, stanowigc doskonaly przyklad pomostu miedzy teoria elektromagnetyzmu
a praktyczna inzynieria optyczna. Jednym z najwazniejszych jest mozliwosé
wykorzystania tego typu polaryzacji do wytwarzania $wiatta spolaryzowanego
w laserach.

Dygresja

Znakomitym praktycznym wykorzystaniem kata Brewstera sa tzw. okienka
Brewstera, montowane na koncach rur wytadowczych w laserach gazowych
(np. w popularnych laserach hel-neonowych). Umieszczenie tych szklanych
okienek pod katem Brewstera wzgledem osi optycznej rezonatora sprawia,
ze sktadowa promieniowania spolaryzowana réwnolegle do plaszczyzny pa-
dania (polaryzacja p) przechodzi przez nie bez najmniejszych strat na od-
bicie (R = 0). Z kolei sktadowa prostopadla (polaryzacja s) jest przy
kazdym przejSciu przez okienko czesciowo odbijana i wyprowadzana poza
rezonator. W efekcie, po wielu obiegach Swiatta wewnatrz wneki rezonan-
sowej, straty dla polaryzacji s staja sie na tyle duze, ze wzmacniana jest
wylacznie bezstratna sktadowa p. Dzieki temu laser emituje silnie spola-
ryzowana liniowo wiazke Swiatta, unikajac jednoczesnie koniecznosci stoso-
wania dodatkowych, stratnych polaryzatoréw wewnatrz uktadu.

4.6.5 Calkowite wewnetrzne odbicie i fala zanikajgca

Przeprowadzone juz wczesniej rozwazania dotyczace zjawiska Snella wykazaly,
ze przy padaniu na granice dwéch o$rodkéw od strony osrodka gestszego optycz-
nie istnieje pewien kat graniczny ag,, dla ktérego promien ulega catkowitemu
wewnetrznemu odbiciu. Okazuje si¢ jednak, ze cho¢ fala odbija si¢ od granicy
tych osrodkéw, to w drugim osrodku, tuz przy granicy osrodkéw, pojawia sie
pewne niezerowe pole elektryczne. Zeby tego dowiesé rozwazmy fale padajaca
na granice dwéch dielektrykéw o wspélezynnikach zalamania nq i ng (Rys. 4.8).
Ogdlna postaé¢ wektora falowego w drugim osrodku dana jest zalezno$cia

ke = \/KZ, + K2, (4.35)

Korzystajac z faktu, ze k = wn/c mozemy zapisaé¢ zwiazek pomiedzy wektorami
falowymi oraz wspélczynnikami zalamania w okreslonych o$rodkach

k k
o (4.36)
ni1 Nno

Wykorzystujac te sama zalezno$¢ mozemy takze zapisaé¢ prawo Snella w nieco
innej postaci
kisinoy, = kosina,. (4.37)
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) -, Fala zanikajaca

Rysunek 4.8: Zaleznosci geometryczne pdl dla fali zanikajacej.

W konicu postugujac sie Rys. 4.8 mozemy pokazaé geometryczne relacje
kl,Q,z = ]CLQ sin Qp ~- (438)

Laczac te relacje mozemy przepisa¢ réwnanie (4.35) do postaci

n2
n—lkl = w/k%z + krgy (4.39)

Proste operacje algebraiczne pozwalaja przepisa¢ powyzsze rownanie do postaci

2
na
= (2) 8- (4.40)

skad dla katéw o, > a4 mozna zapisa¢ wyrazenie na poprzeczng do granicy
osrodkéw skladowa wektora falowego w drugim oérodku ko,

2 2
K2, = — (”2) k2 (Z; sin? o, — 1) . (4.41)
2

ni

Warto w tym miejscu zaznaczy¢, ze w rozwazanych warunkach kwadrat skta-
dowej wektora falowego jest wielkoscig ujemna. Dlatego sama skladowa moze
zostaé zapisana w postaci

koy = £if3, (4.42)

gdzie

8= nQ% % sin? o, — 1. (4.43)

Dygresja

W przypadku fali zanikajacej, obecnosé trzeciego osrodka w zasiegu fali za-
nikajacej moze spowodowac¢ zmiane jej zachowania. W szczegélnosci moze
dojsé¢ do przenikania promieniowania migdzy tymi osrodkami, mimo ze kat
padania na granice pierwszego z nich i obszaru otaczajacego go jest wiekszy
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od kata calkowitego wewnetrznego odbicia. Zjawisko to nosi nazwe uda-
remnionego catkowitego wewnetrznego odbicia. Co wiecej, transmi-
sja energii przez te przerwe jest optycznym odpowiednikiem znanego z me-
chaniki kwantowej zjawiska tunelowania przez bariere potencjalu. Warto
zauwazy¢, ze tunelowanie to odbywa si¢ niezwykle szybko.

Jak wida¢ istnieja dwa rozwigzania na skladowsg ko,. Pierwsze z nich, tj.
rozwiazanie proporcjonalne do wyrazenia €Y, nalezy jednak odrzucié¢ jako nie-
fizyczne, gdyz w tym przypadku pole elektryczne musialoby rosna¢ do nieskon-
czonosci, co wiazatoby sie z nieskoriczona energia pojawiajaca si¢ w drugim
o$rodku. Drugie z rozwiazan jest fizyczne i przyjmuje postaé

Ey = Fgge PVeikaer—wt), (4.44)

Rozwiazanie to opisuje fale biegnaca wzdluz granicy o$rodkéw (kierunek x),
ktora, cho¢ penetruje do drugiego o$rodka, to jest to wnikanie z eksponencjalnie
zanikajaca amplituda wraz z odlegloscia od granicy. Fala taka nazywana jest
falg zanikajaca, a do drugiego o$rodka wnika ona na glebokosé poréwnywalna
z dhugoscia fali.

Warto zauwazy¢, ze w rozpatrywanym ukladzie nie ma transportu energii
netto przez granice osrodkow, tzn. w kierunku osi y usredniony wektor Poyn-
tinga réwny jest zeru, a strumien energii skierowany jest docelowo réwnolegle
do granicy osrodkéw (wzdltuz osi z).

Jedna z konsekwencji propagacji wzdtuz powierzchni granicznej jest istnie-
nie tzw. przesuniecia Goosa-Hénchena (Herman Goos 1883-1968, Hilda
Hénchen 1919-2013). Polega ono na mikroskopijnym, poprzecznym rozsunieciu
punktu padania i punktu odbicia na granicy osrodkéw. Zjawisko to wynika
bezposrednio z faktu, ze choé¢ usredniony transport energii w glab drugiego
osrodka wynosi zero, pole elektromagnetyczne przedostaje sie i transportuje
energie wzdtuz granicy w obszarze fali zanikajacej, zanim ostatecznie powrdci
do pierwszego osrodka jako promiert odbity.

Dygresja

Zjawisko fali zanikajacej znalazto genialne zastosowanie we wspolczesnej
biologii molekularnej i medycynie pod postacia mikroskopii TIRF (Total
Internal Reflection Fluorescence). Kiedy badamy komérki pod standar-
dowym mikroskopem fluorescencyjnym, swiatto lasera wzbudza $wiecenie
czasteczek w calej objetosci preparatu, tworzac tlo rozmywajace szczegoly.

W mikroskopie TIRF promien lasera kierowany jest na szkietko pod
katem wickszym niz kat calkowitego wewnetrznego odbicia. Swiatlo ulega
odbiciu, ale na styku szkietka i badanej komorki powstaje fala zanikajaca,
ktora wnika do prébki na gltebokosé zaledwie 100-200 nanometréw. Dzieki
temu wzbudzane sa wylacznie te fluorofory, ktére znajduja sie tuz przy
samej btonie komérkowej. Pozwala to na niezwykle ostre, pozbawione szu-
moéw z tla obrazowanie procesow zyciowych, takich jak uwalnianie neuro-
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Rysunek 4.9: Zachowanie promienia §wietlnego na granicy dwéch o$rodkow dla
przypadku rzeczywistego (a), przypadku ,odwréconego w czasie” (b) oraz przy-
padku, w ktérym wiazki padaja tak jak w przypadku ,odwréconym w czasie”,
ale rozwazane sa wszystkie przypadki odbicia i zalamania (c). Na rysunkach
zaznaczono amplitudy wszystkich rozpatrywanych wiazek.

przekaznikoéw w synapsach czy interakcje wiruséw z powierzchnia komérki.
Zjawisko opisane przez Fresnela na poczatku XIX wieku pozwala dzis do-
stownie podgladaé¢ molekularne sekrety zycia w czasie rzeczywistym.

4.6.6 Relacje Stokesa

W réwnaniu falowym zalezno$¢ od czasu pojawia sie w formie drugiej pochodnej
po funkcji falowej. Oznacza to, ze odbicie w czasie, tzn. zmiana t — —t,
nie powoduje zmiany réwnania falowego. W ten sposéb manifestuje si¢ jedna
z podstawowych zasad Przyrody moéwiaca o tym, ze prawa optyki, a szerzej
prawa elektromagnetyzmu, sa niezmiennicze wzgledem symetrii odbicia
w czasie.

Jednym z przykladéw manifestacji symetrii odbicia w czasie sg tzw. réw-
nania Stokesa. Zeby je wyprowadzi¢, rozwazmy wigzke $wiatta padajaca na
granice dwéch dielektrykéw (Rys. 4.9). Zgodnie z prowadzonymi do tej pory
rozwazaniami, cze$¢ wiazki ulegnie odbiciu od tej granicy, a cze$¢ wniknie do
drugiego osrodka (bez utraty ogélnosci zaktadamy, ze wnikamy z osrodka o niz-
szym wspdlezynniku zalamania do osrodka gestszego optycznie, ny < ng). Am-
plituda $wiatta odbitego i zalamanego determinowana jest przez amplitudowe
wspotezynniki odbicia r i zalamania ¢, tzn. E, = tEy oraz E, = rEy. Zgod-
nie z niezmienniczoscia czasowa, analogiczne zachowanie zachodzi¢ powinno w
odwrotnym przypadku. Woéwczas dwie fale o amplitudach F, i FE,, padajac na
granice dwoch osrodkow, tacza sie w pojedyncza fale o amplitudzie Fy obser-
wowang tylko w oérodku pierwszym (kluczowe w tym przypadku jest zjawisko
konstruktywnej i destruktywnej interferencji opisane w nastepnym rozdziale).

Rozwazmy teraz odbicie i zatamanie kazdej z wiazek w ,,obréconym czasowo”
przypadku. Rozchodzaca sie w oérodku fala o amplitudzie r Ey ulega odbiciu i
zalamaniu, tworzac wiazki o amplitudach r2Ey oraz rtEy,. Od drugiej strony
na granice pada fala o amplitudzie tFy, ktéra rozdziela sie na dwie wiazki o
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amplitudach tr’' Eq oraz tt' By, gdzie prim oznacza zachowanie fali padajacej od
strony oérodka drugiego. L.aczac ten przypadek z przypadkiem opisanym wcze-
$niej, mozemy zapisa¢ relacje pomiedzy amplitudami fal powstalych w dwdoch
osrodkach

T2E0 +tt'Ey = Ey,

, (4.45)
rtEg +tr'Eyg = 0.

Wydzielajac pierwsze réwnanie przez pole Ey oraz drugie réwnanie przez tF
otrzymujemy nastepujace zaleznosci

rP 4t =1,

!
r=-r,

(4.46)

zwane wzorami Stokesa. Relacje te stanowi¢ moga ciekawe uzupelnienie wypro-
wadzonych wcze$niej wzoréw Fresnela. Mozna na ich podstawie np. pokazaé, ze
o ile amplituda odbitej od granicy o$rodkéw fali nie zalezy od tego czy padanie
zachodzi od strony osrodka optycznie gestszego czy rzadszego, o tyle gdy odbi-
cie zachodzi od o$rodka o wyzszym wspotczynniku zalamania n, to dochodzi do
zmiany fazy fali, podczas gdy w drugim przypadku takiej zmiany nie ma.

4.6.7 Reflektancja i transmitancja

Zgodnie ze wcze$niejszymi rozwazaniami, oscylacja pola elektrycznego swiatla
jest tak szybka, ze wielkoScia, ktora jest mierzona w praktyce, jest natezenie
Swiatla. Dlatego tez warto wprowadzi¢ wielkosci, ktére opisujg stosunek mocy
wigzki transmitowanej i odbitej od granicy dwéch osrodkéw do mocy wiazki
padajace;j.

7 zasady zachowania energii wiadomo, ze suma mocy wiazki transmitowa-
nej i odbijanej musi by¢ réwna mocy wiazki padajacej. Przy zalozeniu braku
przeplywu energii miedzy dwiema polaryzacjami, zasade t¢ mozna rozpatrywacé
niezaleznie dla sktadowej prostopadlej (polaryzacja s) i réwnoleglej (polaryzacja
p) do plaszczyzny padania

Pp,i :PO,L +Pz,la

(4.47)
Ppj = Fo i + Pz

Wspoélezynnik R, ktéry opisuje stosunek mocy fali odbitej do padajacej,
zwany jest reflektancja i moze on by¢ powiazany z wyprowadzonymi wczesniej
amplitudowymi wspélczynnikami Fresnela

mn=-(7) - (2r), - (2), - (&F)
AR T\ T\ B
r= () = () = (), - (5p)
1= —_— = = —_ = R
PP 1 Ap[p 1 Ip 1 |Ep|2 1
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Rysunek 4.10: Zmiana kierunku propagacji $wiatta na skutek ugiecia fali i zwia-
zana z nig zmiana pola powierzchni wiazki.

gdzie wykorzystaliémy fakt, ze pola powierzchni wiazki padajacej i odbitej sa
takie same (A, = Ap). Wykorzystujac powyzsze réwnanie mozna ostatecznie
zapisac

Ry =ryl?,

(4.49)
RJ_ = |T‘J_|2.

W oparciu o réwnania (4.48) mozna obliczy¢ catkowite natezenie fali odbitej,
ktore réwne bedzie

I, =1, +Io,. = (R + Ry)I, = RI,, (4.50)

gdzie R =R + R..

Prowadzac analogiczne rozwazania mozemy obliczy¢ wspotczynniki okresla-
jace stosunek mocy wiazki zatamanej i padajacej, zwane transmitancjag. W
tym przypadku nalezy jednak zwrdci¢ uwage, ze na skutek zmiany kierunku
propagacji $§wiatla w drugim o$rodku, przy zalamaniu zmienia si¢ powierzchnia
przekroju wiazki. Zmiane te mozna obliczy¢ prowadzac proste analizy geome-
tryczne (Rys. 4.10):

dp sin (g - ap> =d.sin (g - az> , (4.51)

gdzie dj, i d, sa wymiarami poprzecznymi odpowiednio wigzki padajacej i zata-
manej. W oparciu o te zalezno$¢ mozna pokazaé, ze podczas zalamania rozmiar
wigzki transmitowanej zmienia sie cos o,/ cos a,-razy.

Ostatni brakujacy element konieczny do wyliczenia transmitancji zwigzany
jest z natezeniem $wiatla w oérodku dielektrycznym niebedacym préznia. Przy-
wolujac definicje natezenia $wiatla dla wspdlrzednych zespolonych [réwnanie (1.40)],
korzystajac z réwnan materialowych pomiedzy indukcja i natezeniem pola ma-
gnetycznego oraz z faktu, ze By = Ey/v, gdzie v jest predkoscia $wiatla w
danym osrodku, mozemy przepisa¢ natezenie Swiatta do postaci

eV EQESC
1= |Eof® = == |Eof?, (452)

n
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co po wstawieniu n = /g, i, = /&, (dla osrodkéw niemagnetycznych) daje
——|Eo|* (4.53)

Prowadzac obliczenia analogiczne do tych przeprowadzonych dla reflektancji
oraz uwzgledniajac zmiane parametréw wspotczynnika zalamania przy zmianie
oérodkdéw otrzymujemy

T, = (PZ> _ <AZIZ) _ (cosazfz> _ (ngcosaz|EZ|2>
P/ Aply )| cosaply /| ny cos ap|Epl? /7
T - (PZ) _ (AZIZ) _ (cosazlz> _ (ngcosazEZF)
P,) Apl, ) | cosoply ) | nycosap|Ep?) |7
gdzie A, i A, sa powierzchniami prostopadtymi do kierunku propagacji odpo-
wiednio dla wigzki zalamanej i padajacej Swiatta. Korzystajac z amplitudowych

wspoélczynnikéw Fresnela, powyzsze réwnania mozna przepisa¢ do ostatecznej
postaci:

(4.54)

N9 COS &
T = e il
, 4.55)
co (
T, = w“lﬁ
71 COS Qyp

7 postaci rownania widaé, ze transmitancja nie jest réwna kwadratowi modutu
amplitudowego wspolczynnika transmisji, ale uwzglednia rowniez stosunek im-
pedancji osrodkéw oraz przekrojéw geometrycznych obu wiazek.

Podobnie jak w przypadku wiazki odbitej, mozemy zapisaé, ze calkowite
natezenie wiazki zalamanej jest réwne

L =Ty, +T.I,= (T +T.)I, =TI, (4.56)

gdzie T =T +T,.

Co ciekawe, transmitancja moze by¢ réwniez obliczona korzystajac z zasady
zachowania energii. W przypadku gdy w osrodku nie ma strat, zasada ta przyj-
muje postac:

Ry +T) =1,

(4.57)
R, +T, =1.

Rysunek 4.11 przedstawia zaleznos¢ reflektancji i transmitancji dla polaryza-
cji réwnoleglej i prostopadlej do ptaszczyzny padania w funkcji kata, dla padania
na granice dwéch osrodkéw od strony o$rodka rzadszego optycznie (ne > ny).
Jak mozna sie bylo spodziewaé, skladowa réwnolegta do plaszczyzny padania
ma pewna niezerowa warto$¢ dla padania wzdluz normalnej do powierzchni
granicznej i monotonicznie maleje osiagajac zero dla kata Brewstera. W takim
przypadku, fala o tej polaryzacji jest calkowicie transmitowana, co manifestuje
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Reflektancja i Transmitancja

1
00 ap

Ny

Kat padania a,

Rysunek 4.11: Zaleznos¢ reflektancji i transmitancji fali dwéch sktadowych po-
laryzacyjnych w funkcji kata padania.

si¢ jako T} = 1. Dla katéw wigkszych od kata Brewstera wspo6tczynnik odbicia
fali rosnie i osiaga warto$¢ rowna jednosci dla katéw bliskich padaniu $lizgo-
wemu (wzdluz granicy). Dla poréwnania, reflektancja skladowej prostopadiej
wigzki odbitej rosnie monotonicznie wraz z katem, osiggajac wartos¢ maksy-
malna rowna jednosci. W takim tez przypadku zaleznosé transmitancji jest
odwrotna.

4.7 Odbicie na granicy dielektryk-przewodnik

4.7.1 Rownanie falowe w przewodnikach

O ile do tej pory rozwazalismy fale elektromagnetyczng w dielektrykach, w kto-
rych nie ma swobodnych ladunkdéw, o tyle warto sie teraz zastanowic¢, jak bedzie
wygladalo zachowanie fali na granicy pomiedzy dielektrykiem a przewodnikiem.
Aby to zrobi¢, musimy sie odwotaé¢ do pelnej formy réwnan Maxwella. Istnie-
nie swobodnych tadunkéw sprawia, ze wykorzystywane do tej pory réwnanie
Gaussa dla pél elektrycznych musi zosta¢ uzupelnione o niezerowa gesto$é ta-
dunkéw p, za$ prawo Ampere’a musi zosta¢ zmodyfikowane przez dodanie do
prawej strony gestoéci pradu j pomnozona przez przenikalno$¢ magnetyczng
oérodka p. Na potrzeby rozwazan bedziemy musieli rowniez skorzystaé z prawa
Ohma w postaci

j=oE, (4.58)

gdzie o jest konduktywnoscia materiatu.
7 rozwazan elektrostatycznych latwo wywnioskowaé, ze skutkiem oddzia-
lywania pola elektrycznego na swobodne tadunki jest ruch tych ostatnich. W
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podobny sposéb odpowiadaé¢ beda te tadunki na pole zmienne, przy czym w
przypadku fal optycznych o czestosciach setek terahercéw, pomiedzy ruchem
harmonicznym tadunkéw a oscylujacym polem elektrycznym pojawia sie prze-
suniecie fazy. W zapisie zespolonym manifestuje si¢ to przez fakt, ze konduktyw-
noé¢ o staje sie wielkoscia zespolona, tzn. posiada ona niezerowa czes¢ urojona.

7 prawa zachowania tadunku elektrycznego mozna zapisac, ze zmiana gesto-
Sci tadunkéw w czasie musi by¢ zwigzana z pradem, ktéry wplywa lub wypltywa
7 rozwazanego obszaru

9p _ .
5 ="V (4.59)

Korzystajac z réwnania (4.58), powyzsze réwnanie mozemy zapisaé w postaci

ap o
L = _G6V-E=——p, 4.60
5 P (4.60)
gdzie skorzystalidmy z réwnania Gaussa dla pola elektrycznego i réwnania ma-
terialowego wiazacego indukcje i natezenie pola elektrycznego.

Rozwigzaniem réwnania (4.60) jest funkcja

plt) = poexp (= Zt) . (4.61)

gdzie pg jest poczatkowa gestodcig tadunkéw.
W przewodnikach, gdzie konduktywnos¢ jest bardzo duza, stala ttumienia
o /e przyjmuje duze wartosci, tak ze na dluzszych przedzialach czasu mozna za-
tozy¢, iz makroskopowa gestos¢ tadunkow p = 0. Zalozenie to jest trescia tzw.
przyblizenia adiabatycznego. W ramach tego przyblizenia prawo Gaussa
dla pola elektrycznego mozna zapisa¢ w postaci identycznej z ta znang dla die-
lektrykow:
eV-E=0. (4.62)

7 powyzszego wzoru wynika, ze jedynym zZrédlem pola wewnatrz materialu sa
prady przewodnictwa.

Posta¢ rownan Maxwella uwzgledniajaca swobodne tadunki elektryczne ma
znaczacy wplyw na propagacje fali w oérodku. Mozemy tego dowie$¢, postepu-
jac podobnie jak w przypadku osrodkéw dielektrycznych, tzn. obkladajac obie
strony prawa Faradaya operatorem V x, a nastepnie przeksztalcajac to réwnanie
do postaci réwnania falowego. W przewodnikach réwnanie to przyjmuje postaé

2
V2E — ,,LsaaT];] - ua%—];] =0, (4.63)
gdzie skorzystaliémy z postaci rotacji pola B dla osrodkéw zawierajacych la-
dunki swobodne oraz z prawa Ohma. Jak wida¢ z powyzszej zaleznosci, row-
nanie falowe w przewodnikach rézni sie od réwnania falowego w dielektrykach
pojawieniem sie cztonu —ua%—]‘;, ktory zwiazany jest z dysypacyjnym przepty-
wem pradu w materiale.
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Podobnie jak w przypadku dielektrykéw, fale elektromagnetycznag w prze-
wodnikach mozemy zapisa¢ w postaci zespolonej

EM) (r,t) = eg Epelkr—+b), (4.64)
Podstawiajac te posta¢ fali do réwnania falowego, otrzymujemy ze
k% = pew® +ipow = wip (E + z%) . (4.65)
Zdefiniujmy teraz zespolona przenikalno$¢ elektryczna &
é:e—l—z’g, (4.66)

co pozwala nam zapisa¢ rO6wnanie dyspersji w przewodnikach

k= /péw. (4.67)

Podobnie jak w przypadku dielektrykéw, réwniez dla przewodnikéw mo-
zemy wprowadzi¢ pojecie wspdlczynnika zatamania. Nalezy jednak zaznaczy¢,
ze wielko$¢ ta jest zespolona i w literaturze oznaczana czesto symbolem 7 lub 7

n:’/i:ner, (4.68)
€0

gdzie cze$¢ urojona k nazywana jest wspolczynnikiem ekstynkcji lub ab-
sorpcji.

Wprowadzenie zespolonego wspélczynnika zalamania n pozwala nam stoso-
wac identyczne podejscie do propagacji fali elektromagnetycznej w przewodniku
do tego, jakie stosowaliémy wczedniej w dielektrykach. Jedyna réznica polega
na tym, ze z uwagi na fakt, ze wspolczynnik zalamania jest zespolony, liczba
falowa k jest wielkoscia zespolona:

k = ky + ik;. (4.69)
Podstawiajac taka postaé liczby falowej do réwnania (4.65) otrzymujemy
K2 + 2ikok; — k2 = w?p (g + z’i) , (4.70)
w

skad mozna wyprowadzié¢ jawne zaleznosci na wspoétezynniki k, oraz k;

2 )
k,%:”?“e ,/1+(€%) 1], (4.71a)
5  wlue o \2
K= 1+(E—w) —1]. (4.71b)
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Rysunek 4.12: Efekt naskérkowy. Goérny wykres przedstawia pole elektryczne
fali padajacej na granice dielektryk (lewa strona) — przewodnik (prawa strona)
od strony dielektryka prostopadle do powierzchni granicznej. Dolny wykres
pokazuje natezenie fali w obu osrodkach. Wida¢, ze fala, ktéra wnika do prze-
wodnika, podlega absorpcji, a jej natezenie spada wraz z odlegloécig od granicy
oérodkdw.

4.7.2 Efekt naskérkowy i glebokos$é wnikania

Rozwazmy teraz fale rozchodzaca sie wzdluz kierunku z, opisang zespolona
liczba falowa k. W takim przypadku funkcja opisujaca fale dana jest réwna-
niem

E(z,t) = egE(De!k2=00) = g g E(P) eilkrz—wt) g =hiz (4.72)

Z postaci réwnania (4.72) widaé, ze fala wnikajaca do metalu podlega silnemu
tlumieniu i jej amplituda spada eksponencjalnie wraz z odlegtoscia wnikania do
przewodnika [czynnik e~*i%]. Bazujac na tej obserwacji, do opisu propagacji
Swiatta w przewodnikach mozna wprowadzi¢ pojecie glebokosci wnikania,
(Rys. 4.12), ktéra jest odlegloscia, na jakiej amplituda fali maleje e-krotnie:

| —— (4.73)



Laczac ze soba réwnanie (4.68), (4.69) oraz zwiazek pomiedzy wektorem fa-
lowym w osrodku materialnym i w prézni (k = nko = 27n/Xo, gdzie Ao jest
dlugoscia fali w prézni ), otrzymujemy wyrazenie na gleboko$é wnikania:

_ Ao

= . 4.74
2Tk (4.74)

w

Samo zjawisko silnej absorpcji i zanikania pola w przewodnikach nazywane jest
efektem naskérkowym.

Poniewaz w przewodnikach thumiennosé fal z zakresu widzialnego jest duza,
k 2 1, gleboko$¢ wnikania $wiatla w tego typu materialach jest zdecydowa-
nie krotsza od dlugosci fali. Przyktadowo, dla srebra, charakteryzujacego sie
wspolczynnikiem zalamania 1 = 0.27 4 4.474, glebokos¢ wnikania dla swiatla o
dtugosci fali 780 nm jest réwna ok. 28 nm. Co wiecej, z uwagi na zalezno$¢ gte-
bokosci wnikania od dlugosci fali, wielkosé ta moze przyjmowac skrajnie rézne
wartosci w odmiennych zakresach spektralnych.

Dla nizszych czestosci (np. fale radiowe) o/(ew) > 1 i réwnanie (4.71) moze
zostaé znaczaco uproszczone:

owp
2

k‘iN

(4.75)

W konsekwencji réwnanie na gleboko$¢ wnikania mozna zapisaé w postaci:

2
Sy = 1/w?u. (4.76)

Poniewaz fala niesie ze sobg energie, mozna zadaé sobie pytanie, co dzieje sie
z energia tracona przez $wiatlo. Ttumienie ruchu elektronéw w przewodnikach
zwiazane jest z rozpraszaniem no$nikéw na sieci krystalicznej metalu. Poniewaz
proces ten jest tozsamy z mechanizmem odpowiadajacym za opor elektryczny w
przewodnikach (wydzielanie ciepla Joule’a), tatwo mozna sie domysleé, ze jego
skutkiem jest dysypacja energii na ciepto.

Rozwazmy na koniec przypadek stabych przewodnikéw, tj. oérodkéw o zni-
komym przewodnictwie. Poniewaz w takich osrodkach ¢ — 0, to o/(ew) — 0.
Oznacza to, ze wszystkie wyrazenia, w ktérych pojawia sie stosunek o/(ew),
nalezy rozwinaé¢ w szereg Taylora, a nastepnie uwzgledni¢ tylko najnizsze rzedy
tego rozwiniecia. Przyktadowo wektor falowy k, dany jest zalezno$cia:

krw\\/fg?\/\/l+(;)2+lzw\/ﬁ: {1+;(;)1 (4.77)

Z réwnania (4.77) widaé, ze dla ¢ — 0, wektor falowy przyjmuje postaé stan-
dardowsa, dla idealnych dielektrykow.
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4.7.3 Wzory Fresnela w przewodnikach

Analogicznie jak to zostalo zrobione w przypadku dielektrykéw, rowniez dla
metali mozna wprowadzi¢ amplitudowe wspélczynniki odbicia. Ich postaé¢ ma-
tematyczna jest strukturalnie zbiezna z ta znana z dielektrykéw:

M1 COS Qyp — 7)2 COS O

r1L = )
71 COS (p + 72 COS O, (4 78)
7)2 COS (xp — M1 COS QL ’

T = .
I 72 COS vy + N COS O

Dokladniejsza analiza wykazuje jednak, ze w kontekécie interpretacji fizycz-
nej istnieja istotne réznice. Ich Zrodlem jest fakt, ze wspdlczynnik zalamania
przewodnika 72 jest wielkoscia zespolona, co z kolei powoduje, ze réwniez kat
zalamania o, musi zosta¢ ujety jako formalna wartosé zespolona. Zaleznosci tej
mozna dowie$¢ w oparciu o zespolone prawo Snella:

ny sin oy, = o sin a. (4.79)

W konsekwencji przy odbiciu od przewodnikow dochodzi do istotnej zmiany fazy
swiatla odbitego i to zaréwno dla sktadowej réwnoleglej (polaryzacja p), jak i
prostopadlej (polaryzacja s) wzgledem granicy osrodkéw. Zmiana ta nabiera
charakteru plynnego i zalezy od kata padania $wiatla na granice tych materia-
l6w. Stanowi to wyrazista réznice w stosunku do dielektrykéw, gdzie podczas
odbicia od osrodka gestszego optycznie dochodzito do stalego skoku fazy o m,
natomiast przy odbiciu od granicy rzadszej faza fali w ogdle nie ulegata zmianie.

Podobnie jak w przypadku dielektrykéw mozemy réowniez obliczy¢ moc fali,
ktéra odbijana jest od granicy. Przez analogie mozna wykazaé, ze:

R, = |TJ_’”|2. (4.80)

Z uwagi na fakt, ze wspolczynnik r jest wielkoScig zespolong, ktérej modut w
optyce widzialnej jest na ogél mniejszy niz 1, natezenie fali odbitej jest mniejsze
od natezenia fali padajacej. Przywolujac raz jeszcze przyklad srebra i padania
Swiatta wzdluz normalnej do granicy o$rodkéw, mozemy pokazaé, ze wspdlczyn-
nik odbicia energetycznego wynosi w przyblizeniu 95%. Pozostalte 5% mocy stru-
mienia falowego jest trwale absorbowane w metalu w warstwie przypowierzch-
niowej. Straty wymuszane przez pochlanianie radiacji maja istotne znaczenie w
technologiach wymagajacych swiatla o bardzo duzym natezeniu i mocno ogra-
niczaja uzycie standardowych metalicznych powtok lustrzanych w niektorych
zaawansowanych aplikacjach fotonicznych.

Warto przy tym odnotowad, ze ze wzgledu na niejednakowe zespolone wspol-
czynniki odbicia dla obu skladowych polaryzacyjnych, fale o polaryzacji p oraz
s doznaja podczas odbicia ukosnego réznych przesunieé¢ fazowych. W konse-
kwencji swiatlo padajace np. jako spolaryzowane liniowo pod pewnym katem
przeksztalca sie na wyjéciu z lustra w $wiatlo spolaryzowane eliptycznie.
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Zjawisko to, polegajace na zréznicowanej transformacji amplitudowo-fazowej
odbitych sktadowych falowych, dalo poczatek wysoce precyzyjnej i powszech-
nie dzi$§ uzywanej technice badawczej znanej jako elipsometria, ktora stanowi
potezne narzedzie w inzynierii optycznej do bezinwazyjnego charakteryzowania
cienkich warstw i nanostruktur.

4.8 Podsumowanie rozdziatu

W niniejszym rozdziale dokonano rygorystycznej analizy zachowania fali elek-
tromagnetycznej na granicy dwéch oérodkéw materialnych. Wychodzac z catko-
wych postaci réwnan Maxwella, sformulowano fundamentalne warunki ciaglosci
dla sktadowych stycznych i normalnych pdl, ktére staly sie punktem wyjscia do
wyprowadzenia praw optyki geometrycznej (prawa odbicia i zalamania) bezpo-
srednio na gruncie elektrodynamiki.

Kluczowym osiagnieciem bylo analityczne wyznaczenie amplitudowych wspot-
czynnikéw Fresnela dla sktadowych polaryzacji stycznej i prostopadtej do ptasz-
czyzny padania. Analiza tych wzoréw ujawnila bogactwo zjawisk fizycznych,
wykraczajacych poza prosty rachunek wektorowy: od polaryzacji swiatla przez
odbicie pod katem Brewstera, przez zjawisko fali zanikajacej i subtelne prze-
suniecie Goosa-Hanchena przy calkowitym wewnetrznym odbiciu, az po analog
tunelowania kwantowego. Rozdzial domknieto rozszerzeniem formalizmu na
ofrodki stratne (przewodniki) za pomoca zespolonego wspélczynnika zalama-
nia, co pozwolilo opisaé¢ efekt naskérkowy, dyssypacje energii na ciepto Joule’a
oraz pojawienie sie eliptycznosci liniowo spolaryzowanego $swiatla po odbiciu
od granicy dielektryk—metal. Przedstawiony aparat matematyczny dostarcza
niezbednych narzedzi do projektowania zaawansowanych uktadéw fotonicznych,
przygotowujac jednoczesnie grunt do dyskusji o superpozycji wielu fal, co sta-
nowi¢ bedzie przedmiot rozwazan w kolejnych czesciach podrecznika.

Zadania

4.1. Wykorzystujac warunki ciagloéci pdl elektromagnetycznych na plaskiej
granicy dwoch dielektrykéw, wyprowadz:

(a) amplitudowe wspoélczynniki odbicia (rs, rp) oraz transmisji (ts, tp)
dla fali spolaryzowanej prostopadle i réwnolegle do plaszczyzny pa-
dania,

(b) natezeniowe wspélczynniki odbicia (reflektancje Rs, Rp) oraz trans-
misji (transmitancje Ts, Tp).

Wskazowka: Przy wyprowadzaniu transmitancji pamietaj, ze na skutek
zatamania zmianie ulega pole przekroju poprzecznego transmitowanej wiazki.

4.2. Wychodzac z zasady odwracalnosci biegu promieni $wietlnych, udowodnij
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4.3.

4.4.

4.5.

4.6.

4.7.

prawdziwo$¢ formul Stokesa:
ri2 + 721 =0, t1ato1 — r12r21 = 1,

gdzie 12 i t12 to amplitudowe wspolczynniki odbicia i transmisji przy
padaniu $wiatla z osrodka 1 do 2, a r9; i ta1 — przy propagacji z oérodka
2 do 1.

Wiazka laserowa pada z powietrza na plaska powierzchnie plastiku (o
wzglednej przenikalnosci dielektrycznej €, = 2) pod katem 20°. Zaklada-
jac, ze amplituda sktadowej poprzecznej pola elektrycznego w powietrzu
wynosi 20 V/m, a skladowej podtuznej 10 V/m, oblicz wartosci obu tych
sktadowych tuz pod powierzchnia plastiku.

Oblicz kat Brewstera dla zewnetrznego odbicia na granicy powietrze-woda
(n =1,3). Narysuj schemat biegu promieni na granicy tych o$rodkéw, ze
szczegblnym uwzglednieniem kata pomiedzy promieniem odbitym a zala-
manym.

Niespolaryzowane $wiatlo pada na szklana plytke (n = 1,5) pod katem
Brewstera. Stopien polaryzacji $wiatta definiujemy jako:

_ L -4
IIl—i-IJ_’

gdzie I oraz I to natgzenia $wiatta o polaryzacji odpowiednio réwnole-
gtej i prostopadtlej do ptaszczyzny padania.

(a) Oblicz stopien polaryzacji $wiatla po przejsciu przez pojedyncza plytke.
Pamiegtaj, ze do zatamania dochodzi dwukrotnie: na granicy powietrze—
szklo oraz szklo—powietrze.

(b) Zmodyfikuj wzér dla stosu skladajacego si¢ z N identycznych plytek.

(¢) Sporzadz wykres zalezno$ci stopnia polaryzacji $wiatta transmitowa-
nego od liczby plytek N dla zakresu N € {1,2,...,20}.

Wyprowadz wzory na catkowita reflektancje R i transmitancje T plaskiej
fali o dlugosci A, padajacej pod katem « na dielektryczng plytke o grubosci
d i wspolczynniku zatamania n, umieszczona w prézni. ZnajdZz minimalne
i maksymalne wartosci tych wspélczynnikow.

Wskazowka: Rozwaz nieskoniczony szereg wielokrotnych odbi¢ wewnatrz
plytki i oblicz jego sume.

Rozwaz spolaryzowane mikrofale (Ao = 3 cm) padajace na uklad dwéch
parafinowych pryzmatéw (trojkaty prostokatne réwnoramienne, n = 1,5),
utozonych przeciwprostokatnymi do siebie i oddzielonych szczeling po-
wietrzna o grubosci d = 5 mm. Zakladajac padanie prostopadle na pierw-
sza Sciane (i kat padania na szczeline réwny 45°), oblicz transmitancje
mikrofal przez ten uklad. Pomin straty absorpcyjne w parafinie.
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4.8.

4.9.

4.10.

Swiatlo o dlugosci fali A = 780 nm pada prostopadle z prézni na wypole-
rowane powierzchnie trzech réznych metali.

(a) Oblicz wspolcezynnik odbicia R (reflektancje) oraz glebokosé wnika-
nia &, dla srebra (n = 0,27 + 4, 47i), zlota (n = 0,08 + 4,60i) oraz
miedzi (n = 0,24 + 4, 80i).

(b) Jak zmienig si¢ wartosci Rs, R, oraz 4, dla srebra, jesli $wiatlo
bedzie pada¢ pod katem 45°7

Rozwaz $wiatto padajace pod bardzo duzym katem 6; = 80° na powierzch-
nie srebra (n = 0,13, k = 4,0). Oblicz natezeniowe wspdlczynniki odbicia
R, (polaryzacja s) oraz R (polaryzacja p). Skomentuj uzyskane wyniki.

Zmienne pole elektromagnetyczne o czestotliwosci f = 200 kHz pada
prostopadle na powierzchnie tytanu, ktérego konduktywnos$é wynosi o =
2 x 10% S/m.

(a) Oszacuj gleboko$é wnikania tego promieniowania.

(b) Rozwaz tytanowy dysk o ksztalcie i rozmiarze monety 1 zl, umiesz-
czony wewnatrz dlugiej cewki zasilanej pradem o tej samej czesto-
tliwosci (dysk ulozony prostopadle do osi cewki). Zakladajac jedno-
rodno$¢ pola na zewnatrz, opisz jako$ciowo i ilosciowo przestrzenny
rozktad absorpcji energii wewnatrz dysku.
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Rozdziatl 5

Interferencja

5.1 Superpozycja fal

Jedng z podstawowych wtasciwosci rownania falowego jest jego addytywnosé i
zwigzana z nig zasada superpozycji fal. Zgodnie z nia, jezeli dwie fale spelniaja
réwnanie falowe, to ich suma réwniez je spekia:

V2 — %aziﬁl =0 2 1 0% (1 +12) s 1y
V2 — H 52 =0 Vi(ites) v2 ot? =V v? 02 N
(5.1)

Zasada superpozycji pozwala na analize przebiegow falowych powstatych w
wyniku nalozenia sie fal o réznych kierunkach propagacji, amplitudach czy cze-
stotliwosciach. W szczegblnosci umozliwia ona analize propagacji dowolnego
przebiegu czasowego, ktory da sie przedstawié¢ jako sume przebiegéw monochro-
matycznych o odpowiednich amplitudach. Pozwala to zatem na uogdlnienie
prowadzonych dotychczas rozwazan.

&Uwaga!

Omawiajac zasade superpozycji, nalezy zwréci¢ uwage, ze obowiazuje ona wy-
lacznie w tzw. o$rodkach liniowych, czyli takich, ktérych wlasciwosci nie
zaleza od natezenia propagujacej sie fali. W wielu przypadkach zalozenie to
nie jest jednak spelnione. Przykladowo intensywne $wiatto moze powodowac
zmiane wspoétczynnika zalamania o$rodka, co w konsekwencji prowadzi do
uzaleznienia predkosci rozchodzenia sie¢ fali od natezenia swiatla. W osrod-
kach tego typu, nazywanych o$rodkami nieliniowymi, moze wrecz docho-
dzi¢ do mieszania sie przyczynkéw pochodzacych od réznych fal. Skutkuje to
powstawaniem nowych fal o czestotliwo$ciach réwnych na przyktad sumie lub
réznicy czestotliwosci fal sktadowych. Wowcezas zasada superpozycji prze-
staje obowiazywa¢. Opis propagacji $wiatla w osrodkach nieliniowych jest
zagadnieniem zlozonym i zostanie pokrétce przedstawiony w rozdziale 10.
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5.2 Przyklady nakladania sie fal

5.2.1 Dwie fale o jednakowych czestotliwosciach i wekto-
rach falowych

Warto przeanalizowaé¢ przypadek dwoch skalarnych fal ptaskich o identycznych

amplitudach EéH, wektorach falowych k oraz czestodciach w, rézniacych sig
jedynie fazami poczatkowymi. Wykorzystujac opis funkcji falowych za pomoca

funkcji trygonometrycznych (zapis zespolony):
El (I‘, t) _ Eé+)6i(k-rfwt+901), (5 2)
Es(r,t) = Eéﬂei(k'r*“’”‘”).
Superpozycje tych fal mozna zapisaé jako:
E(I‘, t) = El(rv t) + E2(r7 t)
_ E(()-i—)ei(k-rfwt) (eigol + eigz)g)
(5.3)

_ E(()-i-)ei(k-rfthr@) (eiAwﬂ 4 e*m“"ﬂ)

= 2E(()+) cos(Ap/2)elkrT—wite)
gdzie Ap = 1 — @g oraz @ = (1 + p2)/2 oznaczaja odpowiednio réznice faz i
srednia faze fal. Z réwnania (5.3) wynika, ze skutkiem nalozenia sie fal o tej sa-
mej amplitudzie, czestotliwosci i kierunku propagacji jest fala o niezmienionym
kierunku, liczbie falowej k i czestosci w. Jej amplituda jest jednak okreslona
przez roznice faz obu fal Ay, a faza wypadkowa stanowi érednig arytmetyczng
faz sktadowych @.

Warto w tym miejscu poddaé analizie fizyczny sens czynnika amplitudy
cos(Ag/2). Wynik ten dopuszcza ujemne wartosci amplitudy pola elektrycz-
nego, co w sensie fizycznym interpretuje sie po prostu jako dodatkowe przesu-
nigcie fazowe o m (odwrécenie fazy fali).

5.2.2 Dwie fale o identycznych czestotliwosciach rozcho-
dzace sie w przeciwnych kierunkach

Rozwazmy teraz fale o przeciwnych wektorach falowych k oraz —k, ale o tych
samych czestotliwosciach:

Bulr,t) = B ekrston,

» (5.4)
Eo(r,t) = B(Pei(Ter—wttes)
W wyniku superpozycji otrzymujemy:
E(I‘,t) — E(()'f‘)e*ithri@ (e’i(kTJrA(p/Z) + E*i(k'I"FALp/Q)) ( )
5.5

= 2E(()+) cos(k - T4 Ap/2)e Wit
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— Ey=Eqcos(kz-wt)
- E;=Epcos(kz-wt)
=E

e Ve Tl ¥ i VT \/

PANCLW LW L WAL

/= Eq=Ejcos(kz-wt)
v E,=Eqcos(kz-wt+T7r/4)
—E

Rysunek 5.1: Naltozenie fal o identycznych amplitudach, czestoéciach i kie-
runkach propagacji, lecz réznych fazach: Ay = 0 (géra), Ap = 7 ($rodek),
Ap = Tr/4 (dét). Kolory niebieski i zielony reprezentuja fale sktadowe, kolor
czerwony — fale wypadkows.
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Cze$¢ rzeczywista tego wyrazenia opisuje fale stojaca:
Re{E(r,t)} = 2Eé+) cos(k - r+ Ayp/2) cos(—wt + @). (5.6)

Amplituda tej fali jest zmodulowana przestrzennie czynnikiem cos(k-r+Ap/2).
Fala ta nie transportuje energii, co jest charakterystyczne dla uktadéw w rezo-
nansie.

Charakterystyczna cecha fali stojacej jest wystepowanie w przestrzeni punk-
tow, w ktorych amplituda drgan jest trwale réwna zeru. Punkty te nazywane sg
wezlami. Zgodnie z otrzymanym réwnaniem, polozenie wezldéw wyznacza wa-
runek cos(k-r+A¢/2) = 0. Z kolei miejsca, w ktérych amplituda osiaga wartosé
maksymalna (réwna 2E(g+)), to strzalki. Odlegloé¢ pomiedzy dwoma sasied-
nimi weztami lub strzalkami wzdtuz kierunku propagacji wynosi A/2, co wynika
bezposrednio z relacji miedzy wektorem falowym a dlugoscia fali (k = 27/)).
Dodatkowo, w przeciwienistwie do fali biegnacej, wszystkie punkty osrodka za-
warte miedzy dwoma sasiednimi wezlami drgaja w tej samej fazie, a po prze-
kroczeniu wezla faza drgan zmienia sie skokowo o . Na koniec zaznaczmy, ze
fala stojaca, jak sugeruje sama nazwa, nie niesie energii przestrzenne;j.

5.2.3 Dwie fale o jednakowych czestotliwosciach rozcho-
dzace sie pod katem

Dotychczasowe rozwazania ograniczaly sie do fal wspdibieznych lub przeciw-
bieznych (zagadnienie jednowymiarowe). Niezwykle istotnym przypadkiem jest
superpozycja fal ptaskich, ktérych wektory falowe przecinaja sie pod pewnym
katem w przestrzeni. Zaldézmy, ze dwie fale o jednakowej amplitudzie ESH,
czestosci w i zerowej fazie poczatkowej propaguja sie w plaszczyznie zz, a ich
wektory falowe sa symetrycznie odchylone od osi z o kat . Wektory te mozna
zapisaé jako k; = (ksinf,0,kcos0) oraz ko = (—ksin8,0,kcosf). Sygnaly
analityczne obu fal przyjmuja postac:
El (I‘,t) _ Eé+)ez(kw sin 0+kz cos 9—(,ut)7

(ke (5.7)
Eg(r,t) = Eé+)el(—k$5m9+kzcoge—wt).

Dodajac do siebie te réwnania, mozna wylaczy¢ przed nawias czynnik odpowia-
dajacy za propagacje wzdluz osi z:

E(r,t) = Ey(r,t) + Ea(r,t)
_ (ng)ei(kzcosO—wt) (eikxsinG +e—ikmsin«9) (5.8)
= 2E(()+) cos(kx sin H)Bi(kz cos 0—wt)
Przejécie do mierzalnego, fizycznego pola elektrycznego daje:
Re{E(r,t)} = 2Eé+) cos(kx sin 0) cos(kz cos 6 — wt). (5.9)
Roéwnanie (5.9) opisuje fale, ktéra propaguje sie wzdluz osi z z efektywnym

wektorem falowym zmodyfikowanym wzgledem poczatkowego wektora falowego
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o czynnik cosf. Co jednak najwazniejsze, jej amplituda jest zmodulowana w
poprzek kierunku propagacji (wzdtuz osi ) przez czynnik cos(kz sin 6).

5.2.4 Dwie fale o nieco réznych czestotliwosciach i liczbach
falowych, ale tym samym kierunku propagacji

Warto przeanalizowaé przypadek dwoch fal rozchodzacych sie w tym samym

kierunku, lecz charakteryzujacych sie réznymi czestotliwosciami. Zakladajac

dla uproszczenia zerowe fazy poczatkowe (p1 = @2 = 0) oraz wykorzystujac
spéjny z poprzednimi sekcjami zapis zespolony, fale sktadowe przyjmuja postac:

El (I‘ﬂf) _ E(ng)ei(kl»r—wlt)’

. (5.10)
Es(r,t) = E(ng)e’(k?‘r_Mt).

Wprowadzajac éredni wektor falowy k = (k; +ks)/2 i réznice wektoréw falowych
Ak = k; — ko, a takze Srednig czestosé¢ @ = (w1 + wa)/2 i réznice czestosci
Aw = wy — wy, superpozycje tych fal mozna zapisaé jako:

E(r,t) = Ey(r,t) + Ea(r,t)

_ Eé+)ei(f<»r—o§t) (ei(Ak-r/2—Awt/2) + e—i(Ak-r/Q—Awt/?))

(5.11)
Ak A o
= 2Eé+) cos [ 25 p — 24 ) eiller—at),
2 2
Przejécie do mierzalnego, fizycznego pola elektrycznego daje w wyniku:
Ak A _
Re{E(r,t)} = 2E(()+) cos (2 T — 2wt> cos(k - r — @t). (5.12)

Przyjmujac, ze k1 =~ ko =~ k oraz wy ~ ws ~ w, mozna utozsami¢ wartosci
$rednie z parametrami pojedynczej fali (k =~ k, @ =~ w). Wobwczas réwna-
nie (5.12) przyjmuje postac:

Re{E(r,t)} = 2E(()+) cos (AQk T — A2wt> cos(k - r — wt). (5.13)

W przypadku, gdy ki | k2, wynikiem superpozycji jest fala biegnaca, kté-
rej amplituda jest wolnozmiennie modulowana w przestrzeni i w czasie. Takie
nalozenie na siebie fal o zblizonych czestotliwosciach i liczbach falowych oraz
identycznych kierunkach propagacji nosi nazwe dudnien.

Nalezy odréznié¢ czestosé zmian samej obwiedni od czestosci dudnien, ktéra
faktycznie rejestruje detektor. Amplituda fali zmienia sie z czestoscia Aw/2, jed-
nakze natezenie fali (proporcjonalne do kwadratu amplitudy) osiaga maksimum
dwa razy w ciagu jednego okresu obwiedni. Z tego powodu fizycznie mierzalna
czesto$¢ dudnien wqyq jest rowna modulowi réznicy czestosci fal sktadowych:

Wdud = |w1 — wa| = |Awl. (5.14)
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Rysunek 5.2: Dudnienia powstate w wyniku superpozycji dwoch fal rozchodza-
cych sie w tym samym kierunku, rézniacych sie nieznacznie czestoscia i liczba
falowa.

Znoszac poczatkowe zalozenie o zerowych fazach (p1 # @2), w wyraze-
niu na dudnienia pojawiaja sie dodatkowe przesuniecia fazowe. Réznica faz
Ap = @1 — o powoduje przestrzenno-czasowe przesuniecie wzoru obwiedni,
natomiast $rednia faza @ = (p1 + ¢2)/2 modyfikuje faze szybkookresowej fali
noénej propagujacej sie wewnatrz obwiedni:

Ak Aw Ap

r— —t+ ) cos(k-r—wt+@). (5.15)

_op(+)
Re{E(r,t)} = 2E;"’ cos < 5 5 5

Dodatkowe fazy poczatkowe nie wplywaja jednak na ogdlny fizyczny charakter
zjawiska dudnien, ktéry pozostaje niezmieniony.

5.2.5 Dwie fale o jednakowych czestotliwo$ciach, tym sa-
mym kierunku propagacji i ortogonalnych polaryza-
cjach liniowych

Dotychczasowe rozwazania dotyczyty superpozycji fal skalarnych. W przypadku

przejécia do fal wektorowych, kierunek drgan wektora pola elektrycznego w prze-

strzeni staje sie kluczowym parametrem. Przeanalizujmy superpozycje dwoch
wspOlbieznych fal (np. propagujacych sie wzdluz osi z) o ortogonalnych pola-
ryzacjach liniowych: jednej drgajacej wzdtuz osi x, a drugiej wzdtuz osi y. Za-

ktadajac réznice faz poczatkowych Ap oraz ewentualnie rézne amplitudy E(():)

i E(()Z), zespolone wektory pola mozna zapisa¢ jako:

Ei(r,t) = E(();r)xei(kz_“’t),

_ (5.16)
E2 (I‘, t) = E(();r)yez(kz—wt+Aap).
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Superpozycja i wyciagniecie czesci rzeczywistej prowadzi do wektora wypadko-
wego pola elektrycznego o wspélrzednych:

Re{E(r,t)} = XES;_) cos(kz — wt) + yE(();) cos(kz — wt + Agp). (5.17)

Krzywa zakreSlana w ustalonej plaszczyznie przestrzeni (np. z = 0) przez ko-
niec wektora wypadkowego jest w ogdlnosci elipsa. Wynika stad fundamentalny
wniosek: ztozenie dwdch prostopadlych fal drgajacych z ta sama czestoscia pro-
wadzi do powstania polaryzacji eliptycznej. To wlasnie o takiej polaryzacji
byla po raz pierwszy mowa w rozdziale 1.5.1.

5.2.6 Dwie fale o jednakowych czestotliwo$ciach, identycz-
nych polaryzacjach kotowych i przeciwnych wekto-
rach falowych

Dotychczasowe rozwazania dotyczace superpozycji odnosily sie do fal skalar-
nych. Warto rozszerzy¢ ten opis na przypadek fal wektorowych. Jako pierw-
szy przyklad nalezy przeanalizowa¢ nalozenie sie dwéch fal o jednakowych cze-
stodciach, przeciwnych kierunkach propagacji i identycznych polaryzacjach ko-
towych. Przyjmujac dla uproszczenia zerowa faze poczatkowa oraz polaryza-
cje kotows prawoskretng (o), celowe jest zastosowanie zapisu wykladniczego.
Wektory pola elektrycznego obu fal, przy wykorzystaniu zespolonego wektora
polaryzacji (x — iy), przyjmuja woéwczas postaé:

E(r,t) = B (x — iy)eiter—n),

, (5.18)
Eqo(r,t) = Eé‘”(x — iy)el(*k'r*“’t).

Wynikiem superpozycji tych pdl jest pole wypadkowe o postaci:

E(r,t) = Ei(r,t) + Ex(r,t)
_ é+) (X _ Z‘y)e—iwt (eik'l‘ _|_ e—ik~[‘) (5.19)
= 2E(g+) (x —iy) cos(k - r)e ™!,
Przejécie do mierzalnego, fizycznego pola elektrycznego wymaga obliczenia cze-
Sci rzeczywistej z powyzszego wyrazenia. Wykorzystujac wzér Eulera, otrzymu-
jemy:
Re{E(r,t)} = QE(()H cos(k - r)[x cos(wt) — y sin(wt)]. (5.20)
Otrzymane wyrazenie opisuje fale stojaca o polaryzacji kolowej. Jej amplituda
jest zmodulowana przestrzennie czynnikiem cos(k - r), natomiast wektor pola

elektrycznego w kazdym punkcie przestrzeni rotuje w czasie, zachowujac cha-
rakterystyczny dla polaryzacji kotowej staly modul.
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5.2.7 Dwie fale o jednakowych czestotliwosciach, ortogo-
nalnych polaryzacjach kotowych i przeciwnych wek-
torach falowych

Kolejnym istotnym przypadkiem jest superpozycja dwéch fal o ortogonalnych
polaryzacjach kotowych, rozchodzacych sie w przeciwnych kierunkach. W zapi-
sie zespolonym wektory pola przyjmuja postac:

Ey(r,t) = By (x — iy)el vt 5:21)
Ba(r,1) = By (x o+ iy)elr o), |
Superpozycja tych fal prowadzi do wyrazenia:
E(r,t) = Ei(r,t) + Eo(r, )

_ Eé-l—)efiwt [x (eik-r + efikr) _ (eik-r _ 67ik-r)] (5.22)

= 2E5+)e*i“t [xcos(k-r)+ ysin(k-r)].
Wyznaczajac cze$¢ rzeczywisty pola, otrzymujemy:

Re{E(r,t)} = 2E[()+) [xcos(k - r) + ysin(k - r)] cos(wt). (5.23)

Roéwnanie (5.23) opisuje fale stojaca o polaryzacji liniowej. Wspdlny czynnik
cos(wt) wskazuje, ze wszystkie sktadowe pola drgaja w fazie. Jednakze orienta-
cja plaszczyzny polaryzacji, wyznaczona przez wektor [x cos(k-r) +ysin(k-r)],
zmienia sie wzdluz kierunku propagacji, tworzac strukture helikalng (skrecona
liniowo).

5.3 Predkosé fali

5.3.1 Predkosé¢ fazowa

Analize propagacji fal w przestrzeni nalezy uzupetnié¢ o doprecyzowanie pojecia
predkosci. We wezesniejszych rozdziatach wprowadzono predko$é rozchodzenia
si¢ fali v, dana zaleznoscia:

v =

= (5.24)

Wielko$¢ ta nosi nazwe predkosci fazowej i oznacza predkosé, z jaka w prze-
strzeni przemieszcza sig¢ ustalona faza fali.

5.3.2 Predkos$¢ grupowa

Analiza réwnania (5.15) pozwala zauwazy¢, ze w przypadku dudnien pojawia

sie jeszcze jedna predkosé. Opisuje ona ruch obwiedni fali i przez analogie do
predkoéci fazowej definiuje sie ja jako:

Aw

Ug’r‘ = E (525)
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W przypadku superpozycji wielu fal, definicje (5.25) uogdlnia sie do postaci
rozniczkowej:

_dw

Vgr = (5.26)

Wielko$¢ ta nosi nazwe predkosci grupowej i oznacza predkosé, z ktora prze-
mieszcza si¢ obwiednia impulsu Swietlnego w przestrzeni.

Predko$¢ grupowa i predko$é fazowa opisuja odmienne wlasno$ci propagacji,
dlatego moga przyjmowac rézne wartosci. W oérodkach dyspersyjnych predkosé
grupowa moze znaczaco réozni¢ sie od predkosci fazowej, w szczegdlnodci przyj-
mujac wartoéci ujemne (kierunek propagacji obwiedni jest wowczas przeciwny
do kierunku propagacji fazy). Ponadto zaréwno predkosé fazowa v, jak i gru-
powa vy, moga przekraczaé predkosé Swiatta w prézni c. Fakt ten jednak nie
tamie postulatéw szczegdlnej teorii wzglednosci. Ograniczenie relatywistyczne
dotyczy predkosci przesyhlu informacji, a w obszarach silnej dyspersji ani pred-
kos¢ fazowa, ani grupowa nie sa z nig tozsame. Kwestia ta wykracza poza ramy
niniejszego rozdzialu i zostala szerzej oméwiona w rozdziale 9.6.1.

Wykorzystujac relacje dyspersji w = vk, réwnanie (5.26) mozna zapisa¢ w
postaci:

dv
Vgr =V + k% (5.27)

Réwnanie to wprost wiaze ze soba predkos¢ fazowa i grupowa. Predkosé gru-
powa mozna uzalezni¢ réwniez bezposrednio od wspélczynnika zalamania n:

_ - _ 2 = = 5.28
Vgr dw  dw + ( )

¢ cdw’

1 dk d (Lucn) n  wdn

co po przeksztatceniach daje wyrazenie:

C
Vgp = ——————. 5.29
T (5.29)

W optyce czesto znacznie wygodniejsze jest wyrazenie predkosci grupowej
w funkcji dtugosci fali w prézni A\, co wynika ze sposobu pomiaru dyspersji ma-
terialowej n(\). Wykorzystujac relacje miedzy wektorem falowym a dlugoscia
fali, mozna wyprowadzi¢ tzw. wzér Rayleigha:

dv

R (5.30)

Vgr =V — A

co przy uzyciu wspélczynnika zalamania przyjmuje powszechnie stosowana w
fizyce do$wiadczalnej postac:
c

Vgpr = —————. 5.31
= (5.31)
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Mianownik w réwnaniu (5.31) definiuje nowa wielko$é fizyczna, zwang gru-
powym wspoélczynnikiem zalamania (oznaczanym jako ng):

dn
A—.
d\

Ngr =N —

(5.32)

Dzigki temu predkos$¢ grupowsa mozna zapisaé w postaci w pelni analogicznej
do predkosci fazowej:

Vgr = . (5.33)

Zaleznos¢ ta pozwala na bardzo prosta klasyfikacje dyspersji oérodka. W ob-
szarze dyspersji normalnej wspélczynnik zalamania maleje wraz ze wzrostem
dlugosci fali (dn/dX < 0). Oznacza to, ze ng > n, a zatem impuls Swietlny
porusza si¢ w osrodku wolniej niz jego faza (vg. < v). Odwrotna sytuacja
wystepuje w obszarze dyspersji anomalnej (dn/dA > 0), gdzie vy, > v.

5.3.3 Predko$¢ fazowa w przewodnikach

W rozdziale 4.2 wykazano, ze w przewodnikach liczba falowa k przyjmuje postaé
zespolong (réwnanie (4.69)). Podstawiajac czesé rzeczywista wektora falowego
[réwnanie (4.71b)] do definicji predkosci fazowej (5.24), otrzymujemy:

w 1 2
v= Re(F) ~ vai 1_~_(1)2_~_1' (5.34)

Z analizy réwnania (5.34) wynika, ze predko$é fazowa w dielektryku (o ~ 0)
jest wieksza niz w przewodniku.

5.4 Interferencja konstruktywna i destruktywna
Jak wielokrotnie wspominano, w zakresie widzialnym wielkoscia rejestrowana
przez detektory nie jest pole elektryczne $wiatla, lecz jego energia lub natezenie.

Natezenie fali powstalej przez nalozenie na siebie dwoéch fal skladowych (przy
zalozeniu propagacji w prézni i przy wykorzystaniu notacji zespolonej) dane jest
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zaleznoscia:
1 2 1 * *
I= §EOC|E1 + E2| = iéoc(El + EQ)(El + EQ)

1
5606 (|E‘1|2 + |E2‘2 + ElEék + E:TEQ)

1
= eoc {(BED) + (BG)? + B B x

[ez‘[(kl—kz)w—(wl—wz)t+(sa1—saz)] + e—z‘[(kl—kz)w—(wl—wz)t+(¢1—¢2)1} } (5.35)

1 +
= Zeoc {(BED)? + (BG)?

2B ESY) cos|(ky — ko) -1 — (w1 — wa)t + (o1 — @2)]}
=1 +17+ 21115 COS[(kl - kg) T — (wl - wz)t + (Q01 — (pg)]

Analiza réwnania (5.35) wskazuje jednoznacznie, ze oprécz prostej sumy dwdch
natezen, w wyrazeniu pojawia sie czlon mieszany, ktory moduluje wypadkowe
natezenie w czasie i przestrzeni. Nalezy jednak podkresli¢, ze dla skutecznej
obserwacji interferencji kluczowe jest, aby fazy interferujacych wiazek nie zmie-
nialy sie w czasie w sposéb przypadkowy. W przeciwnym razie wypadkowe na-
tezenie ulegaloby stochastycznym fluktuacjom, a czlon interferencyjny ulegtby
usrednieniu do zera.

Warto przeanalizowaé¢ przypadek fal rozchodzacych si¢ w te¢ sama strong
i charakteryzujacych sie identycznymi czesto$ciami (k; = ko oraz wy = ws).
Réwnanie (5.35) redukuje si¢ woéwczas do postaci:

I = Il + 12 + 2\/ 11]2 COS(A(,D), (536)

gdzie Ay = p1 — o oznacza roéznice faz obu fal. Zalezno$¢ od réznicy faz spra-
wia, ze wypadkowe natezenie oscyluje pomiedzy wartosciami I, oraz Ipqq.
(rys. 5.3). Gdy réznica faz przyjmuje wartosci z przedzialu od —m/2 do 7/2
(z dokladnoscia do catkowitej wielokrotnosci 27), warto$é wypadkowego nate-
zenia przekracza sume natezen fal skladowych. Natomiast w przedziale od 7 /2
do 37/2 (réwniez z dokladnoscia do wielokrotnosci 27) natezenie wypadkowe
jest mniejsze od tej sumy. W szczegélnym przypadku, gdy Iy = Iz, obserwo-
wana modulacja rozpina sie pomiedzy wartoscia 0 a 4I;. Maksimum natezenia
okreélane jest mianem konstruktywnej interferencji, natomiast minimum
— destruktywnej interferencji. Interferencja konstruktywna zachodzi, gdy
roznica faz fal interferujacych jest réwna parzystej wielokrotnosci 7, to znaczy
Ap = 2mm, gdzie m jest liczbg caltkowita. Interferencja destruktywna wy-
stepuje natomiast dla nieparzystych wielokrotnosci, co wyraza si¢ warunkiem
Ap = (2m+ 1)m.
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Rysunek 5.3: Modulacja wypadkowego natezenia Swiatta powstatego w wyniku
superpozycji wiazek o natezeniach I7 i Ir. W zaprezentowanym przykladzie na-
tezenie pierwszej wiazki byto czterokrotnie wigksze od natezenia drugiej wiazki
(I =41,).

Dygresja

Poniewaz natezenie jest miara usrednionej w czasie energii, moze powstac
bledne wrazenie, ze w procesie interferencji dochodzi do kreacji dodatkowej
energii, co naruszaloby fundamentalng zasade zachowania energii. Sprzecz-
nos$¢ ta jest pozorna i rozwigzuje si¢ ja poprzez calosciows analize zagad-
nienia.

Zajscie zjawiska interferencji wymaga fizycznego nalozenia na siebie
dwoch wiazek. Proces ten czesto realizowany jest za pomoca dzielnika
wiazki. Element ten rozdziela padajaca wiazke na dwie $ciezki (wigzka
odbita i transmitowana), ktérych stosunek podziatu zalezy od parametréw
technologicznych uktadu. Najbardziej typowym przypadkiem jest kostka
$wiattodzielaca, realizujaca podzial w stosunku 50/50.

Warto rozwazy¢ sytuacje, w ktérej na kostke 50/50 padaja z dwéch kie-
runkow spojne wiazki $wiatta. Fale transmitowane i odbite od obu wejsé
nakladaja si¢ na siebie parami w kanalach wyjsciowych (rys. 5.4). Na-
lezy zauwazy¢, ze przy odbiciu od granicy oérodka optycznie gestszego (np.
na granicy powietrze-szklo wewnatrz warstwy S$wiatlodzielacej), jedna ze
sktadowych doznaje przesuniecia fazowego o w. W konsekwencji, jezeli w
jednym z kanatéw wyjsciowych dochodzi do interferencji konstruktywne;j
(wzmocnienia), w drugim musi zachodzié¢ interferencja destruktywna (wy-
gaszenie). Natezenie w jednym z kanaléw jest zatem wieksze niz suma
natezen wnoszonych do niego niezaleznie, lecz w kanale drugim jest odpo-
wiednio mniejsze. Caltkowita moc wprowadzona do uktadu pozostaje rygo-
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rystycznie zachowana — interferencja prowadzi wylacznie do redystrybucji
energii w przestrzeni, a nie do jej generacji czy strat.

Rysunek 5.4: Interferencja dwoch spdjnych wigzek na kostce $wiattodzielace;j.
Jezeli w jednym kanale dochodzi do konstruktywnej interferencji, w drugim
interferencja jest destruktywna. Zjawisko to ilustruje zasade zachowania energii
w ukladach interferencyjnych: energia ulega jedynie redystrybucji w przestrzeni.

W optyce falowej klasyfikuje sie dwa podstawowe mechanizmy uzyskiwania
wiazek spéjnych: interferencje przez podzial frontu falowego oraz inter-
ferencje przez podzial amplitudy. Oba te zjawiska zostaly szczegdlowo
omoéwione w kolejnych podrozdziatach.

5.5 Interferencja przez podzial amplitudy

5.5.1 Interferometr Michelsona

Interferometr Michelsona jest sztandarowym przykladem urzadzenia, w kté-
rym dochodzi do interferencji §wiatta na skutek podzialu amplitudy. Uklad ten
sklada sie z dzielnika wiazki, zwanego takze lustrem pélprzepuszczalnym,
oraz dwoéch luster calkowicie odbijajacych, ktore stuzg do kierowania promieni
wewnatrz ramion interferometru (rys. 5.5).

W ukladzie tym promient wychodzacy ze Zrédla swiatla (Z) pada na dzielnik
wiazki (DW), zalamuje sie na jego przedniej Sciance i wnika do wnetrza szklanej
plytki (odbicie Fresnela na tej powierzchni jest zazwyczaj pomijalne). Nastep-
nie promien dociera do specjalnie pokrytej, tylnej powierzchni dzielnika, gdzie
nastepuje podzial amplitudy wiazki (na cze$é odbita i zalamana) w stosunku
50/50.

Wiazka kierowana w ramie @ pokonuje najpierw droge optyczng nly, po
czym odbija sie od lustra L;, doznajac okreslonego skoku fazy ¢,. Nastepnie
wraca po tej samej drodze do punktu podziatu. Calkowita droga optyczna
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Rysunek 5.5: Interferometr Michelsona. Oznaczenia: Z — zrédlo $wiatla, L; i
Lo — lustra, DW — dzielnik wiazki, D — detektor.

pokonana przez t¢ wiazke wynosi:
Al = 2%11, (537)

gdzie n jest wspotczynnikiem zatlamania oérodka w ramieniu, a l; to jego dtugosé
geometryczna.

Z kolei druga wiazka, ulegajac wewnetrznemu odbiciu na powloce dielek-
trycznej dzielnika (od osrodka gestszego optycznie), doznaje skoku fazy o .
Przebywa ona w szkle droge geometryczna d., po czym wychodzi do o$rodka o
wspotezynniku zatamania n, pokonujac w nim odlegtosé lo. Nastepnie odbija sie
od lustra Ly (doznajac réwniez skoku fazy ¢,) i wraca ta sama droga. Laczna

droga optyczna tej wiazki w ramieniu @ wyraza sie wzorem:
Ay = 2n.d, + 2nls, (5.38)

gdzie n, jest wspdlczynnikiem zalamania materiatu, z ktérego wykonano dziel-
nik wiazki, natomiast ls i d. to odpowiednio dlugo$¢ ramienia @ oraz droga
geometryczna pokonana przez promien w samym dzielniku.

Réznica faz Ap = 1 — @9, jakiej doznaja obie wigzki po powrocie do dziel-
nika (przy zalozeniu identycznego skoku fazy ¢, przy odbiciu na obu lustrach
L), wynosi:

Ap = (2konly + ¢o) — (2konede + 2konls + 0o + ), (5.39)

gdzie kg jest liczba falowa opisujaca fale w prézni. Po uproszczeniu réznica faz
dana jest zaleznosScia:

A(p = Qkon(h — ZQ) — Qkonede — . (540)
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Jezeli réznica faz Ap jest parzysta wielokrotnoscia 7 (wlaczajac w to zero),
wiazki interferuja ze soba konstruktywnie. Dla nieparzystych wielokrotnosci m
nastepuje interferencja destruktywna.

&Uwaga!

W klasycznych ukladach interferometru Michelsona w ramieniu @ umiesz-
cza sie dodatkowa plytke plaskoréwnolegla (tzw. plytke kompensacyjna),
wykonana z identycznego materialu co dzielnik wiazki DW i ustawiona pod
tym samym katem. Zadaniem tej plytki jest kompensacja dodatkowej fazy
2koned. (wynikajacej z przejécia przez szklo). Taka konfiguracja niweluje
efekty dyspersji, co jest niezbedne do obserwacji prazkéw interferencyjnych
przy uzyciu niemonochromatycznego swiatlta biatego.

Nalezy pamietaé, ze w ukladzie dochodzi rowniez do interferencji wiazek
kierowanych z powrotem w strong zrédla $wiatta. Obraz interferencyjny po-
wstajacy w tym kierunku jest komplementarny do obrazu na ekranie detektora
— zachodzi tu zjawisko dopelniania (tam, gdzie w jednym kierunku pojawia
siec maksimum, w drugim wystepuje minimum natezenia). Wynika to z faktu
asymetrii odbié¢ i dodatkowego skoku fazy o m w jednym z kanalow.

5.5.2 Interferometr Michelsona a zrddta rozciggte

Z punktu widzenia obserwatora znajdujacego si¢ w miejscu detektora D, inter-
ferometr Michelsona nie jest ukladem dwdéch luster i plytki ptaskoréownoleglej
(tej ostatniej obserwator nie widzi), ale ukladem luster L; i Ly oddalonych od
siebie o odleglto$¢ d = I; — ls. Rozwazmy teraz promien wychodzacy z punktu
7 7réodta rozciagtego. Efektywnie tworzy on dwa réownolegle promienie, ktore
sa ogniskowane na ekranie przy uzyciu soczewki S. Réznica drog optycznych
pomiedzy promieniem odbitym od lustra L; i od lustra Ly wynosi:

A1p = 2ndcosb, (5.41)

gdzie 6 jest katem padania na lustro. Roéznica ta prowadzi do pojawienia sie
geometrycznej réznicy faz. Calkowita réznica faz ulega jednak dodatkowemu
przesunieciu o 7, co wynika z odbicia od osrodka gestszego optycznie. Wéwcezas
warunek na konstruktywna interferencje przyjmuje postac:

1
2d cos = <m + 2> A, (5.42)

gdzie A jest dlugoscia fali Swiatla w o$rodku wypelniajacym interferometr, za$
m jest liczba calkowita.

Analogiczne rozwazania mozna przeprowadzi¢ dla drugiego promienia, w
ktérym nie ma skoku fazy, za$ réwnanie na konstruktywna interferencje dane
jest zaleznoscia:

2d cos = mA. (5.43)
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Oba réwnania potwierdzaja sformulowana juz wczeéniej hipoteze o komplemen-
tarnosci obrazéw powstatych dla obu wiazek.

Warto na koniec wspomnieé¢, ze podobne rozumowanie mozna sformutowaé
w sytuacji, w ktorej zrodlo jest punktowe, ale emituje $wiatto w postaci fali sfe-
rycznej. Rézne fale interferuja wtedy, tworzac obraz w postaci koncentrycznych
pierécieni. Kat, pod ktérym powstaja te promienie zalezy od dlugosci fali.

Dla interferometru Michelsona, podobnie jak dla innych interferometréw,
mozna okresli¢ tzw. widzialno$é prazkéw. Jest ona réwna unormowanej
réznicy minimalnego I,,;, i maksymalnego I,,., natezenia obserwowanego w
interferometrze:

1 — L
Vo= ax  Tman 5.44
Im,arc + Imin ( )

Poniewaz rézne jest polozenie prazkéw w zaleznosci od dlugosci fali, dla swiatla
niemonochromatycznego prazki nakltadaja sie na siebie. W konsekwencji dla
tego Swiatla spada widzialno$¢ prazkéw.

Dygresja

Jednym z najbardziej spektakularnych zastosowan interferometru Michel-
sona jest detektor fal grawitacyjnych LIGO. To monstrualne urzadzenie,
o ramionach dtugosci 4 km, jest niczym innym jak urzadzeniem wykrywa-
jacym zmiany dlugosci ramion interferometru pod wplywem rozchodzacej
sie fali grawitacyjnej. Zmiany, ktére moze wykryé LIGO siegaja 107'® m,
czyli ok. 0,001 rozmiaréw protonu.

5.5.3 Interferometr Macha-Zehndera

W ukladzie interferometru Macha-Zehndera (rys. 5.6) pojedyncza wiazka $wia-
tla dzielona jest na dwie wiazki przy pomocy dzielnika wiazki 50/50 (DWy).
Po przejsciu przez kazde z ramion interferometru wiazki sa na siebie nakladane
na wyjéciowej kostce swiatlodzielacej DWy, ktora réwniez miesza je w stosunku
50/50. W konsekwencji powstaja dwie wiazki wyj$ciowe, kierowane odpowied-
nio do detektora D; i Dy. Nalozenie na siebie wiazek propagujacych sie w
ramieniu @ oraz @ sprawia, ze dochodzi miedzy nimi do interferencji, przy
czym, podobnie jak w przypadku interferometru Michelsona, odbicie wewnatrz
dzielnika wiazki sprawia, ze fazy jednej ze skladowych sa w obu ramionach
przesuniete o m. W ten sposéb, kiedy w jednym z ramion dochodzi do interfe-
rencji konstruktywnej, w drugim ramieniu interferencja jest destruktywna (i na
odwrét).

Wprowadzenie do jednego z ramion interferometru elementu optycznego
kontrolujacego opéznienie fazy umozliwia stworzenie modulatora natezenia
$wiatta. Urzadzenie takie mozna skonstruowaé, wykorzystujac np. krysz-
tal elektrooptyczny (rozdzial 10.4), ktérego wspdlezynnik zatamania zalezy
od przytozonego pola elektrycznego. Zmiana ta odbywa sie bardzo szybko, co
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Rysunek 5.6: Interferometr Macha-Zehndera. Oznaczenia: Z — Zrédio $wiattla,
L; i Ly — lustra, DW; i DWy — dzielnik wiazki dzielacy natezenie w stosunku
p6! na pot (50/50), Dy i Dy — detektory.

sprawia, ze réwnie szybko modulowane moze by¢ Swiatto. Dlatego tez tego typu
urzadzenia wykorzystywane sa w modulatorach natezenia Swiatla w sieciach te-
lekomunikacyjnych, a ich pasmo modulacji siega nawet setek GHz.

Dygresja

Bardzo ciekawym zastosowaniem interferometrow Macha-Zehndera jest in-
terferencja jednofotonowa. W takim przypadku interferometr o$wietlany
jest swiatlem z urzadzenia pozwalajacego na emisje pojedynczych fotonéw.
Nalezy podkreslié¢, ze Zrodlo to musi emitowaé pojedyncze fotony, a nie bar-
dzo stabe impulsy $wiatta laserowego, poniewaz w tych dwoch przypadkach
zupelnie inna jest statystyka i kwantowa charakterystyka pola swietlnego.

Whpuszczajac pojedynczy foton do interferometru Macha-Zehndera jego
funkcja falowa ulega podziatlowi na dwa ramiona interferometru, ktére na-
stepnie interferuja ze soba na wyjsciowym dzielniku wiazki. W przypadku
gdy dwie drogi w interferometrze sa kwantowo nierozréznialne, na wyjsciu
dochodzi do interferencji fotonu samego ze soba. Jej konsekwencja moze by¢
m.in. fakt zaj$cia konstruktywnej interferencji w jednym z ramion interfe-
rometru i kierowanie go zawsze w ten sam kanal. Gdy réznica faz w jednym
z ramion zmieni si¢ o 7, wéwczas dojdzie do destruktywnej interferencji w
tym ramieniu i zadne fotony nie beda rejestrowane przez detektor umiesz-
czony w tym kanale wyj$ciowym (wszystkie fotony rejestrowane beda przez
detektor umieszczony na drugim wyjsciu).

Warto na koniec zauwazy¢, ze okreslenie ramienia, w ktorym rozchodzit
sie rejestrowany foton, np. przez przypadkowe zasloniecie jednego z ramion,
sprawia, ze interferencja znika, a fotony dzielg sie¢ réwno pomiedzy oba
kanaly. Obserwacja ta dowodzi, ze w ukladzie dochodzi do superpozycji
stanéw fotonu z samym soba, a nie jakiego$ statystycznego usredniania
zachowania paczek wielu fotonéw.

122



5.5.4 Interferometr Jamina

Swego rodzaju modyfikacja interferometru Macha-Zehndera jest interferometr
Jamina, na ktéry skladaja sie dwie grube plytki plaskoréwnolegle (dzielniki
wiazki), ktérych jedna z powierzchni jest pokryta warstwa pélprzepuszezajaca,
a druga warstwa calkowicie odbijajaca (rys. 5.7). W ten sposéb wiazka swiatla

A

5 ) DW,

> —
DW% ®

Rysunek 5.7: Interferometr Jamina.

n

odbitego oraz wigzka $wiatla zalamanego i odbitego od wewnetrznej powierzchni
moga ze soba interferowad, a natezenie wypadkowego swiatla zalezy od réznicy
drég optycznych kazdej z wiazek.

5.6 Interferencja przez podzial frontu falowego

5.6.1 Eksperyment Younga

Rozwazmy dwie szczeliny, ktére oswietlane sa fala plaska. W oryginalnym
eksperymencie Thomasa Younga (1773-1829) warunek ten zapewniony byl
przez umieszczenie przed szczelinami dodatkowej szczeliny, ktéra oswietlana
byla swiatlem slonecznym. Poniewaz szczelina stawata sie zrédlem fal sferycz-
nych, ktérych wycinek, jak pokazano w rozdziale 3.3, moze by¢ traktowany
jako fala plaska, $wiatlo docierajace do dwodch szczelin bylo spdjne, a sama
fala byla plaska. W dzisiejszych eksperymentach warunek oéwietlenia szczelin
spojna fala mozna stosunkowo latwo osiagnaé wykorzystujac lasery. Szczeliny,
do ktérych dociera $wiatlo z pierwszej szczeliny (kiedy$) lub z lasera (dzi$) sa
nastepnie zrédtem kolejnych fal kulistych, ktére oswietlaja ekran umieszczony
w duzej odlegloéci w poréwnaniu z odlegloscia miedzy szczelinami (rys. 5.8).
Jezeli ekran ustawiony jest bardzo daleko, to mozna przyjaé, ze promienie do-
cierajace do niego sa réwnolegle. Wéwczas roznica drég optycznych tych pro-
mieni docierajacych do okreslonego punktu na ekranie zalezy jedynie od kata
6, pod ktérym ten punkt jest obserwowany ze szczelin (precyzyjniej jest to kat
promieni wzgledem prostej prostopadlej do ekranu ze szczelinami). Prowadzac
rozwazania geometryczne, mozna pokazaé, ze dla konstruktywnej interferencji
Swiatta, przy ktorej na ekranie obserwowany jest jasny prazek, spelniony musi
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Rysunek 5.8: Eksperyment Younga. Dwie szczeliny oddalone od siebie o od-
legltosé d oswietlane sa falg ptaska. Szczeliny staja sie Zrodltami fali kulistej,
ktére docierajac do ekranu, tworzg na nim obraz interferencyjny. Promienie
docierajace do ekranu obserwowane sa pod katem 6.

by¢ warunek:

dsin 6, = mA\, (5.45)

gdzie d jest odleglodcia miedzy szczelinami, 6,,, jest katem pod ktérym obserwo-
wany jest jasny prazek na ekranie, m jest liczba catkowita numerujaca prazki,
za$ A jest dlugoscia fali Swiatta.

Chcac obliczy¢ odleglos¢ dwoch kolejnych jasnych prazkéow na ekranie, mozna
zauwazy¢, ze sin 0, ~ x,,/l, skad otrzymujemy, ze:

AL =Tyl — Ty = 1sinbp, 1 —Isinb, =1 <m—|—1)\ — m)\> = Q (5.46)
d d d

Jak wida¢ zatem, odleglo$¢ pomiedzy jasnymi prazkami obserwowanymi na
ekranie zalezy od dlugosci fali A\. Warto na marginesie zauwazy¢, ze uzyte w
eksperymencie fizyczne szczeliny w rzeczywistoéci wytwarzaja fale cylindryczne,
jednak w analizowanym przekroju 2D opis geometrii fal rygorystycznie pokrywa
sie z falami sferycznymi.

Eksperyment Younga jest sztandarowym przykladem interferencji przez po-
dzial frontu falowego.

5.6.2 Lustro Lloyda

Przykladem urzadzenia realizujacego interferencje przez podzial frontu falowego
jest lustro Lloyda. W uktadzie tym pojedyncze Zrédto $wiatta oSwietla ekran
wprost lub po odbiciu od ustawionego poziomo lustra (rys. 5.9). W lustrze
powstaje pozorny obraz zrédta. W ten sposéb na ekranie interferuja dwa rodzaje
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Rysunek 5.9: Lustro Lloyda. Swiatlo ze zrédla punktowego oéwietla ekran bez-
posrednio lub po odbiciu od lustra umieszczonego poziomo pod nim. Na skutek
réznych drog optycznych kazdego z promieni na ekranie powstaje struktura dy-
frakcyjna.

promieni, te pochodzace wprost ze zZrodla oraz te, ktére wydaja sie pochodzi¢ ze
zrodta pozornego. Skutkiem interferencji ,,obu” wiazek jest powstanie obrazu
interferencyjnego na ekranie.

5.6.3 Bipryzmat Fresnela

Bipryzmat Fresnela jest elementem szklanym ztozonym z dwoéch pryzmatéw
o podstawie w ksztalcie tréjkata prostokatnego. W uktadzie tym Swiatto emi-
towane jest z pojedynczego zrodla umieszczonego w osi z bipryzmatem Fresnela
(rys. 5.10). Na skutek przejscia przez bipryzmat, wiazki wychodzace z pryzmatu
uginane sa w strone osi optycznej i przecinaja si¢ w jednym miejscu. Przedlu-
zenia tych promieni po stronie Zrédla tworza dwa symetryczne wzgledem osi
pozorne zrédta. W ten sposéb wydaje sie, ze dochodzi do interferencji swiatta
pochodzacego z dwdch niezaleznych zrédel. Jej skutkiem jest powstanie obrazu
interferencyjnego.

5.7 Dlugosé i czas spdjnosci

Wyobrazmy sobie, ze interferometr Michelsona oswietlany jest $wiatlem, ktore
nie jest w pelni monochromatyczne, tzn. ma niezerowa rozciagtos¢ w skali
dtugosci fali AX. Skutkiem tej skoriczonej szerokosci spektralnej zrédla jest to,
ze w interferometrze przestaniemy moéc rozrézniaé¢ poszczegdlne prazki wtedy,
kiedy roznica faz dla fali centralnej A i kraicowej A + A\ przesunie sie o 2m:

2m 2m
Ap=—2 50 — ———2 50 = 2. 4
= dcos@ T AN dcosf =27 (5.47)

Zakladajac, ze szeroko$é¢ spektralna jest niewielka w stosunku do dtugosci fali,
tzn. A\ < A, mozemy réwnanie (5.47) przepisa¢ do postaci:

AN
decosH =1. (5.48)
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Rysunek 5.10: Bipryzmat Fresnela. Promienie docierajace ze zZrédla punktowego
podlegaja zalamaniu w kierunku osi optycznej. Na skutek ich interferencji do-
chodzi do powstania obrazu interferencyjnego. Obraz ten jest taki sam jak w
przypadku, gdyby interferowaly ze soba promienie wychodzace z dwoch zrédel
pozornych.

Prawa strona otrzymanej granicznej réznicy drég optycznych definiuje funda-
mentalng wlasno$¢ samego zrédla $wiatla, tzw. dlugosé spdjnosci swiatla,
zwana takze droga koherencji swiatla. Otrzymujemy zatem zaleznodci:

A2 v
lkon = FA = AB = CTkoh, (5~49)

gdzie Tgon zwane jest czasem koherencji §wiatta. Interpretacja drogi spéjno-
Sci jest nastepujaca — jest to maksymalna réznica drég optycznych jaka pokona
fala odszczepiona od wiazki gléwnej (w naszym uktadzie réwna granicznej war-
tosci 2d cos 0), dla ktérej, po nalozeniu jej z wiazka pierwotna, wciaz obserwo-
wana bedzie wyrazna interferencja. Czas, w ktorym Swiatto pokonuje te droge,
jest czasem spdjnosci.

W oparciu o réwnanie (5.49) mozna pokazaé, ze pomiedzy droga i czasem
spéjnosci oraz szerokosScia spektralng, wyrazona w dziedzinie czestotliwo$ci, ist-
nieje zwiazek:

TkohAV =1. (550)

Zwiazek ten wynika z tzw. ograniczenia fourierowskiego. Analizujac réwna-
nie (5.50) latwo mozna zauwazy¢, ze im bardziej monochromatyczne jest $wiatlo,
tzn. im mniejsza jest jego szerokos¢ spektralna, tym dhuzszy jest czas koherencji
Swiatlta, a co za tym idzie, jego droga spdjnodci.
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Dygresja

Rozwazmy termiczne zrédlo $wiatta, ktore emituje promieniowanie o wid-
mie cigglym w zakresie od 450 nm do 950 nm. Wykorzystujac te informacje,
mozna zapisac, ze

Av =3 x 10'* Hz. (5.51)

Stad otrzymujemy, ze czas spdjnosci dla tego swiatla to zaledwie 10 fs, zas
droga spé6jnosci wynosi 1 pm.

Prowadzac podobne rozwazania dla Swiatla laserowego emitujacego pro-
mieniowanie o dtugosci fali 800 nm i szerokosci spektralnej 2 pm otrzymu-
jemy, ze czas spdjnosci wynosi ok. 1 ns, zas droga spéjnosci 30 cm.

Droga spodjnosci jest niezwykle waznym parametrem wykorzystywanym w
praktyce, ze szczegdlnym uwzglednieniem holografii. Klasyczna fotografia re-
jestruje jedynie natezenie Swiatla (kwadrat amplitudy), bezpowrotnie tracac
informacje o fazie fali odbitej od przedmiotu, przez co tradycyjne zdjecia sa
plaskie. Holografia, wynaleziona przez Dennisa Gabora, pozwala na zapisanie
i odtworzenie pelnego, tréjwymiarowego frontu falowego dzieki wykorzystaniu
zjawiska interferencji.

W procesie zapisu hologramu spéjna wiazka lasera dzielona jest na dwie cze-
§ci. Jedna z nich (wiazka przedmiotowa) o$wietla obiekt i po rozproszeniu na
nim pada na klisze fotograficzng. Druga (wiazka odniesienia) pada bezposred-
nio na te sama klisz¢. Fale te nakladaja si¢ na materiale Swiatloczulym, tworzac
skomplikowany wzor prazkow interferencyjnych. Niezbednym warunkiem zaj-
Scia tego procesu jest uzycie lasera o bardzo duzej drodze spéjnosci, ktéra musi
przewyzszaé¢ wymiary fizyczne fotografowanego obiektu (réznica drég optycz-
nych miedzy réznymi punktami przedmiotu nie moze przekroczyé lyon).

Ten mikroskopijny labirynt prazkéw to de facto niezwykle zlozona siatka
dyfrakcyjna (patrz rozdzial 7.7), w ktérej zamrozona zostala informacja o prze-
sunieciach fazowych pochodzacych od trojwymiarowej topografii przedmiotu.
Gdy wywotang klisze o$wietlimy ponownie sama wiazka odniesienia, zjawisko
dyfrakcji zrekonstruuje oryginalny front falowy, tworzac przed oczami obserwa-
tora idealnie trojwymiarowy, wirtualny obraz przedmiotu.

5.8 Interferencja swiatla bialego

Interferencja $wiatta moze zachodzi¢ nie tylko dla $wiatla monochromatycznego,
ale réwniez dla Swiatta bialego. Przyktadowo, oSwietlenie obiektu wiazka $wia-
tta biatego i nalozenie odbitej od niego wiazki z referencyjna (spéjna) wiazka
Swiatta biatego moze prowadzi¢ do powstania wzoru interferencyjnego. W szcze-
gblnosci na ekranie obserwowane beda kolorowe struktury wynikajace z kon-
struktywnej interferencji dla okreslonych dlugosci fali. Z tego typu wzorem in-
terferencyjnym mozemy mie¢ do czynienia, gdy dwie szczeliny w eksperymencie
Younga o$wietlimy Swiattem bialym. W takim przypadku na érodku ekranu,
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w rownej odlegltosci pomiedzy szczelinami, obserwowany bedzie wyrazny pra-
zek $wiatla bialego (dla ktérego réznica drég wynosi zero niezaleznie od fali), a
wraz z oddalaniem sie od érodka pojawia¢ sie beda teczowe prazki, ktore bardzo
szybko zaczna sie rozmywac i na siebie naktadac.

Jednym z przyktadéw zastosowan interferencji Swiatta bialego sa precyzyjne
badania powierzchni profilometrycznych. Na tego typu badania pozwala interfe-
rometr Michelsona o$wietlony $wiatlem z szerokopasmowego Zrédla (rys. 5.11).
Umieszczenie w jednym z ramion interferometru badanej powierzchni i pézniej-

Swiatlo
biate

Obiekt

Interferencja
swiatla biatego

Rysunek 5.11: Interferencja swiatta biatego w interferometrze Michelsona. Na
skutek natozenia na siebie $wiatta odbitego od obiektu oraz spdjnego $wiatta
referencyjnego dochodzi do interferencji na dlugo$ciach fali determinowanych
przez topografie powierzchni.

sze zinterferowanie $wiatta odbitego z wiazka referencyjna pozwala na bardzo
precyzyjne zbadanie topografii powierzchni, zwlaszcza dzigki temu, ze $wia-
tlo biale "wygasza”interferencje wszedzie poza Scistym obszarem réownej drogi
optycznej (z uwagi na mikroskopijna droge spdjnosci), co zapobiega blednej
identyfikacji rzedu prazkéw interferencyjnych.

5.9 Podsumowanie rozdzialu

W niniejszym rozdziale zaprezentowano zjawisko interferencji, u ktérego pod-
staw lezy addytywnosé réwnania falowego i wynikajaca z niej zasada superpo-
zycji w o$rodkach liniowych. Przeprowadzono szczegblowa analize nakladania
sie fal, ukazujac bogactwo efektow fizycznych: od powstawania fal stojacych i
przestrzennej modulacji natezenia, po zjawisko dudnien wynikajace z superpo-
zycji fal o zblizonych czestosciach. Rozwazania te staly sie naturalnym punktem
wyjscia do rygorystycznego rozroznienia predkosci fazowej oraz predkosci gru-
powej, stanowiacej kluczowy parametr opisujacy propagacje obwiedni impulsu
Swietlnego w osrodkach dyspersyjnych.
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Kluczowym elementem analizy bylo matematyczne sformutowanie warunkéw
interferencji konstruktywnej i destruktywnej dla wielkosci mierzalnych makro-
skopowo, czyli natezenia $wiatta. Wykazano przy tym, ze powstawanie prazkdéw
nie tamie zasady zachowania energii, a stanowi jedynie wyraz jej przestrzennej
redystrybucji. Przedstawiony aparat pojeciowy pozwolil na systematyczng kla-
syfikacje technik interferometrycznych na te opierajace sie na podziale ampli-
tudy (np. interferometry Michelsona i Macha-Zehndera) oraz na podziale frontu
falowego (klasyczne do$wiadczenie Younga, lustro Lloyda, bipryzmat Fresnela).

Fundamentalnym ograniczeniem obserwowalnosci tych zjawisk okazala sig
rozciaglodé spektralna rzeczywistych zrédel swiatla. Zdefiniowanie czasu i drogi
koherencji uwypuklito role spdjnosci, co znajduje bezposrednie odzwierciedle-
nie w zaawansowanych technikach inzynierii optycznej, takich jak holografia
czy profilometria Swiatla bialego. Opanowanie opisu superpozycji dyskretnej,
skonczonej liczby fal stanowi bezwzglednie niezbedny fundament dla kolejnego
etapu naszej analizy. Jak zostanie wykazane w nastepnym rozdziale, uogélnie-
nie tej zasady — polegajace na nalozeniu na siebie ciagglego widma nieskoriczenie
wielu fal czastkowych — pozwoli nam na pelne zrozumienie i matematyczny opis
zjawiska dyfrakcji.

Zadania

5.1. Okresl parametry (rodzaj fali, kierunki wektoréw pola elektrycznego i ma-
gnetycznego, amplitudy) fali powstalej w wyniku zlozenia dwéch przeciw-
bieznych fal elektromagnetycznych o tej samej czestotliwosci i amplitudzie,
spolaryzowanych liniowo:

(a) w tym samym kierunku,
(b) w kierunkach prostopadlych.

5.2. Okresl parametry (rodzaj fali, kierunki wektoréw pola elektrycznego i ma-
gnetycznego, amplitudy) fali powstalej w wyniku zlozenia dwéch przeciw-

bieznych fal elektromagnetycznych o tej samej czestotliwosci i amplitudzie,
ktore sg spolaryzowane kotowo:

(a) z ta sama skretnoscia,

(b) z przeciwnymi skretnosciami.

5.3. Oblicz dlugos¢ sp6jnosci (koherencji) Swiatla lasera He-Ne (A = 632,8 nm),
jezeli szeroko$é spektralna emitowanej linii wynosi AX = 1,33 x 1072 m.

5.4. Dwie fale monochromatyczne o dilugosciach fali A\; = 633 nm i Ay =
650 nm nakladaja sie na detektorze. Okredl czestotliwo$s¢ dudnien po-
wstajacych na skutek nalozenia sie tych fal.

5.5. Zjonizowany gaz, tj. plazma, jest osrodkiem dyspersyjnym dla fal elektro-
magnetycznych. Majac dane réwnanie dyspersji w postaci:

w? = wg + A2k?,
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5.6.

5.7.

5.8.

5.9.

5.10.

5.11.

5.12.

gdzie wy, jest stala czestoscia plazmowsa, wyznacz wyrazenia dla predkosci
fazowej i grupowej oraz wykaz, ze vjvgy = 2.

Fala elektromagnetyczna porusza si¢ w osrodku dyspersyjnym z predkoscia
fazowa v dana zaleznodcia:

v =a+ b\,

gdzie a i b sa stalymi materialowymi, a A jest dlugoscia fali éwiatta. Oblicz
predkos¢ grupowsa v, fali propagujacej w tym osrodku.

Okre$l warunki, dla ktérych predkosé grupowa swiatta w oérodku mogtaby
przyjaé¢ makroskopowo mala wartosé, np. v, = 3 km/h (tzw. zjawisko
spowolnionego $wiatta).

We wléknie swiattowodowym wykonanym ze szkla kwarcowego propaguje
sie impuls $wietlny o centralnej dlugosci fali A = 500 nm i poczatkowym
czasie trwania réwnym:

(a) 1 ps,
(b) 0,1 ps.

Dlugosé wiokna wynosi 10 m, a wspoélczynnik zalamania kwarcu wynosi
odpowiednio n(400 nm) = 1,470 oraz n(600 nm) = 1,458. Oblicz, jak
dtugo bedzie propagowalo si¢ $wiatto z czerwonego i niebieskiego skrzydta
spektralnego tego impulsu. Jakie ma to konsekwencje dla wydluzenia
impulsu po przebyciu calego widékna?

Za jedna ze szczelin w eksperymencie Younga wstawiono cienka przezro-
czysta folie o wspolezynniku zalamania n = 1,48, co spowodowalo przesu-
niecie prazka centralnego o 4 prazki. Przyjmujac dlugos¢ fali A = 550 nm
oblicz o ile folia zwigkszyla droge optyczna w ramieniu i jaka jest jej gru-
bos¢?

W eksperymencie Younga na ekranie obserwujemy pierwszy jasny pra-
zek pod katem 6 = 2°. Oblicz odlegto$¢ katowa miedzy kolejnymi ja-
snymi prazkami obserwowanymi na ekranie, zakladajac, ze odlegtos¢ mie-
dzy szczelinami wynosi d = 0,2 mm.

W doéwiadczeniu Younga wykorzystano oswietlenie $wiatlem bialym. Czy
w tym przypadku mozliwa jest obserwacja jasnego prazka w obrazie in-
terferencyjnym? Uzasadnij, jak wyglada oSwietlenie ekranu w miare od-
dalania sie od jego $rodka.

Znajdz polozenie centralnego prazka interferencyjnego w eksperymencie
Younga, w ktérym jedna ze szczelin zostala przestonieta plytka plasko-
réwnolegla o gruboséci a i wspélezynniku zalamania n. Zrédlo $wiatla
umieszczone jest symetrycznie wzgledem osi uktadu, odleglo$é¢ miedzy
szczelinami wynosi d, a odlegto$¢ pomiedzy plaszczyzng szczelin i ekra-
nem wynosi /.
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5.13.

5.14.

5.15.

5.16.

5.17.

W ukladzie lustra Lloyda punktowe zrédlo swiatla o dlugosci fali A =
600 nm znajduje sie w odleglosci h = 2 mm od plaszczyzny poziomego
lustra. Ekran umieszczono w odlegtosci L = 2 m od zrddla.

(a) Oblicz odleglo$é miedzy sasiednimi jasnymi prazkami na ekranie.

(b) Odpowiedz na pytanie, czy prazek brzegowy (stykajacy sie bezpo-
Srednio z plaszczyzna lustra, gdzie réznica drég geometrycznych obu
promieni wynosi zero) jest jasny, czy ciemny? Odpowiedz rygory-
stycznie uzasadnij, odwolujac si¢ do zasad fizyki.

Bipryzmat Fresnela uzyty zostal do uzyskania obrazu interferencyjnego
z punktowego zrédla emitujacego swiatto o dlugosci fali A = 500 nm.
Zaktadajac, ze pryzmat wykonany jest ze szkta o wspdlczynniku zalamania
n = 1,5, znajduje si¢ w odleglosci ¢ = 1 m od Zrédta i b = 2 m od ekranu,
oblicz katy tamiace pryzmatu, dla ktérych odlegtosé miedzy sasiednimi
prazkami interferencyjnymi wynosi 0,5 mm.

Szeroka wigzka Swiatta o dlugosci fali A = 630 nm pada prostopadle na
cienki klin z materialu o wspoétezynniku zatamania n = 1,5. Obserwator
ogladajacy ten klin w $wietle przechodzacym widzi 10 jasnych i 9 ciemnych
prazkéw wzdluz calej dlugosci klina. O ile zmienia sie grubo$¢ klina na
tej dlugosci?

Swiatto padajgce

A

W interferometrze Michelsona dzielnik wigzki idealnie dzieli padajace $wia-
tlo w stosunku 50/50. Niestety, jedno z luster w ramionach uleglo zabru-
dzeniu i odbija jedynie 64% padajacego na nie natezenia Swiatla (drugie
lustro odbija 100%). Oblicz widzialnoéé prazkéw V' obserwowanych na
ekranie detektora.

W jednym z ramion interferometru Michelsona umieszczono szklang ko-
moérke o dtugosci 2 cm wypelniona powietrzem. Zanim z komérki od-
pompowano powietrze, odlegtosci luster zostaly dobrane w taki sposéb,
ze w $rodku ekranu widoczny byt jasny prazek dla oswietlenia $wiatltem
laserowym o dlugosci fali A = 550 nm. Nastepnie otwarto zawor i powoli
rozpoczeto odpompowywanie powietrza. O ile prazkéw przesunie sie ob-
raz na ekranie, jezeli wspolczynnik zalamania powietrza wynosi 1,00028,
za$ docelowa préznie w komérce charakteryzuje n = 1,000007
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5.18.

5.19.

5.20.

Réznica drég geometrycznych w dwoch ramionach interferometru Michel-
sona jest réwna AL = 0,5 mm, a uklad oswietlany jest Swiattem o dtugosci
fali A = 632,8 nm. Zakladajac, ze osrodkiem wypelniajacym interferometr
jest powietrze o wspolczynniku zalamania n = 1,02, oblicz, ile maksimdw
interferencyjnych zaobserwuje detektor podczas przesuwania jednego z lu-
ster o dystans 1 mm.

W interferometrze Michelsona jedno z luster porusza sie ze stala pred-
koScia v = 2 mm/s wzdluz osi optycznej. Okresl czesto$é v modulacji
natezenia $wiatla I(t) rejestrowanego na wyjéciu z interferometru, jezeli
dhugoéé fali $wiatta oswietlajacego uktad wynosi 633 nm.

Prazki interferencyjne uzyskiwane przy pomocy interferometru Jamina
obserwowane sa w plaszczyznie ogniskowej soczewki o ogniskowej f =
15 cm umieszczonej za interferometrem. Plytki interferometru wykonane
sg z materialu o n = 1,5 i maja grubosé d = 2 cm. Obrécono je wzgledem
siebie o kat 1/, a $wiatlo pada na pierwsza z nich pod katem 45°. Jezeli
prazki interferencyjne oddalone sa od siebie o 5 mm, to jaka jest dlugosé
fali $éwiatla padajacego na uktad?
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Rozdziat 6

Interferencja wielowigzkowa

6.1 Wprowadzenie

Rozwazmy dwa lustra charakteryzujace sie wysokim wspolczynnikiem odbicia
(dla uproszczenia rozwazan przyjmijmy, ze ich reflektancja wynosi R = 0,99).
W takim przypadku natezenie $wiatla transmitowanego przez pierwsze lustro
stanowi zaledwie 1% natezenia $wiatta padajacego, co jest w pelni zgodne z
intuicja. Interesujace zjawiska zachodza jednak w sytuacji, gdy za pierwszym
lustrem umiescimy rownolegle do niego kolejne lustro o takim samym wspél-
czynniku odbicia. Na pierwszy rzut oka mozna by przypuszczaé, ze skoro wspol-
czynnik odbicia drugiego lustra jest réwniez rowny 0,99, to calkowite natezenie
$wiatla transmitowanego przez ten uklad wyniesie zaledwie 10~ natezenia fali
padajacej na pierwsze lustro. Okazuje sie jednak, ze takie proste rozumowanie
jest bledne.

Gdy fala ulega wielokrotnym odbiciom pomiedzy lustrami, ktéry to uktad
od tego momentu bedziemy nazywaé¢ wneka optyczna, dochodzi do ,,uwiezie-
nia” pomiedzy nimi promieniowania. Podczas kazdego odbicia wewnatrz wneki
tylko niewielka czesé zgromadzonej energii opuszcza uktad. Rozpatrujac ten
proces wylacznie jako niekoherentne zjawisko sumowania natezen (przy sumo-
waniu pomijamy faze fali), mozna wyprowadzi¢ matematyczny wniosek, ze w
ostatecznym bilansie w przyblizeniu polowa energii, ktéra wnikneta do wneki,
zostanie przepuszczona zgodnie z poczatkowym kierunkiem propagacji, podczas
gdy druga polowa ulegnie odbiciu z powrotem w strone zrédia. Jednak i to
rozumowanie jest falszywe. Pomija ono bowiem kluczowa w tym przypadku
role faz fal elektromagnetycznych opuszczajacych wneke przy kazdym odbiciu i
zwigzane z nimi zjawisko interferencji.

6.2 Interferometr Fabry’ego-Perota

Aby przyjrzeé¢ sie problemowi interferencji wielowiazkowej w sposéb bardziej
systematyczny, rozwazmy uktad dwdch plaskich luster umieszczonych réwnole-
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gle do siebie w odleglosci d (rys. 6.1). Uklad taki jest nazywany interferome-
trem Fabry’ego-Perota (Charles Fabry 1867-1945, Alfred Perot 1863-1925)
i stanowi klasyczny przyklad urzadzenia realizujacego interferencje wielo-
wiazkowa. Wyobrazmy sobie teraz, ze interferometr ten oswietlany jest falg
plaska, ktéra pada na pierwsze lustro pod katem 6 (bez utraty ogélnosci mo-
zemy zaltozy¢, ze lustra maja zaniedbywalna grubosé, o$rodkiem miedzy nimi
jest proznia, a odbicie na nich mozna traktowa¢ jako odbicie od pojedynczej
powierzchni dielektrycznej, opisywanej efektywnymi wspélczynnikami odbicia
r i transmisji t).

@ @

9 i(58+11n S ,i(Ad+8m)
o foe ('(45+9 ) — ?r6§06i(38+°“)
e e r4 Oei(6+41[)
tz r E0ei(36+7n) \—% o tzi’ Eoe i(8+2m)
P e ———1] [— #rEye

s ——d [ Y

rE,e’™ > —— - \
Ey| [tE, ll Vi lO

d

Rysunek 6.1: Uklad interferometru Fabry’ego-Perota sktadajacego sie z dwdch
luster umieszczonych rownolegle do siebie w odleglosci d, oswietlanych falg pta-
ska padajaca pod katem 6. Symbole r i ¢ to amplitudowe wspblczynniki odpo-
wiednio: odbicia i transmisji luster.

Na pierwszej granicy osrodkéw pomiedzy lustrem @ a o$rodkiem wypel-
niajacym obszar wneki dochodzi do podziatu amplitudy wiazki padajacej. Czegsé
fali odbija si¢ od lustra, a czed¢ jest przez nie transmitowana. Po wniknieciu
do wnetrza interferometru i propagacji w nim $wiatlo natrafia na drugie lustro
@. Tutaj zachodzi podobny proces, tj. czes¢ wigzki zostaje odbita i skierowana

wstecz, ku lustru @, podczas gdy pozostata cze$¢ przechodzi przez lustro @
i opuszcza interferometr. Proces ten powtarza sie wielokrotnie, a przy kazdym
padaniu na lustro, niezaleznie od tego, czy jest to lustro @ czy @, dochodzi do
odbicia i transmisji $wiatta. W konsekwencji powstaje nieskoniczony ciag spéj-
nych fal o malejacych amplitudach i $cisle okreslonych przesunieciach fazowych,
ktore wychodza z obu stron interferometru.

6.2.1 Natezenie swiatla transmitowanego przez interfero-
metr Fabry’ego-Perota

Rozwazmy ten proces teraz ilociowo, opierajac sie na analitycznej reprezentacji
fali elektromagnetycznej, co pozwoli nam w pelni uwzgledni¢ koherentna super-
pozycje. Wykorzystujac amplitudowe wspélczynniki Fresnela, mozemy okreslié
parametry kazdej z wiazek opuszczajacych uklad. Zakladajac, ze na wejscie
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interferometru pada fala, ktorej zespolona amplituda wynosi Eé+), amplituda

pierwszej wiazki transmitowanej przez oba lustra jest réwna:
+ +
EM = (P, (6.1)

gdzie t jest amplitudowym wspdtezynnikiem transmisji (przyjmujemy lustra o
identycznych parametrach). Kolejna wiazka, ktéra opuszcza uklad po doznaniu
dwukrotnego odbicia wewnatrz wneki (od lustra @ i z powrotem od @), musi
zostaé¢ pomnozona przez odpowiednie wspdlezynniki odbicia wewnetrznego r’
oraz musi uwzgledniaé¢ narastajace opdznienie fazowe 0:

E§+) _ Eé+)t2(7"l)2ei5. (62)

Z uwagi na fakt, ze dla typowych ukladow dielektrycznych przejscie Swiatta od-
bywa sie z o$rodka rzadszego do gestszego, wspolezynniki odbicia z zewnatrz (r)
i od wewnatrz (') wiaze relacja Stokesa 1’ = —r. Poniewaz jednak $wiatlo za-
mkniete we wnece zawsze odbija sie parzysta liczbe razy zanim jg opusci, zmiana
znaku przy podniesieniu do kwadratu znika: (r')? = (—r)? = r2. W ogélnym
przypadku zespolona amplituda j-tej wiazki transmitowanej przez uktad dana
jest przez:

E§+) = Eé+)t2r2(]_1)el(]_l)6. (6.3)

Jak pokazano powyzej, oprécz zmiany amplitudy kazda z wiazek zyskuje
przesuniecie fazowe podczas przej$cia pomiedzy lustrami. Droga geometryczna,
ktéra pokonuje fala miedzy lustrami, jest réwna

d

cosf’

lh = (6.4)
gdzie d jest odlegtoScia miedzy lustrami. Wynika stad, ze dodatkowa droga
geometryczna, ktéra pokonuje fala odbijajaca sie jednokrotnie od obu luster,
wynosi 2l;. Nalezy jednak zauwazy¢, ze fala opuszczajaca interferometr jest
falg plaska, ktéra rozchodzi sie pod katem 6 do osi optycznej. Dlatego tez jej
front falowy nachylony jest pod katem 6 do powierzchni luster (na rys. 6.1 front
falowy dla obu wigzek zostal zaznaczony linia przerywana tuz za lustrem @)
Wynika stad, ze rozwazang wiazke trzeba poréwnywaé z wigzka, ktéra wyszla z
interferometru jako pierwsza i pokonala w przestrzeni droge ly. Droge te mozna
obliczy¢, opierajac sie na analizie geometrycznej:

2dsin?

lp =2y2sinf = 2dtghsinf =
cos

(6.5)
W konsekwencji opdznienie fazowe § pomiedzy dwiema kolejnymi wigzkami

opuszczajacymi interferometr wynosi:

2d  2dsin*0

gdzie zalozono, ze wspotczynnik zatamania wewnatrz i na zewnatrz wneki jest
taki sam.
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&Uwaga!

W przypadku, gdy do odbicia dochodzi na powierzchni dielektryka o wyzszym
wspoélczynniku zalamania, faza fali zmienia si¢ skokowo o warto$¢ w. Ponie-
waz kolejne wigzki transmitowane przez wneke odbijaja sie od luster parzysta
liczbe razy, zsumowana roznica faz od tych odbi¢ wynosi zawsze calkowita
wielokrotno$¢ 27. Z tego powodu w arytmetyce falowej skoki fazy przy trans-
misji znosza sie 1 mozna je w tym miejscu zaniedba¢. Sytuacja wyglada jednak
zgola inaczej w przypadku analizy fali odbitej, gdzie pierwsze odbicie zachodzi
od zewnatrz, co zostanie omoéwione w dalszej czesci rozdziatu.

Wypadkowa fala transmitowana przez interferometr jest koherentna super-

pozycja wszystkich wylaniajacych sie fal sktadowych. Stanowi ona sume nie-

skoniczonego szeregu geometrycznego o ilorazie r2e:

00 o0 . (+),2
(+) _ (+) _ ()2 2 i6\J __ Ey i
B =3B =B (r2e) = oo (6.7)
j=1 =0

Dygresja

Proces powstawania fali transmitowanej mozna przedstawi¢ w sposéb nie-
zwykle intuicyjny, postugujac sie tzw. metoda wskazéw. W metodzie tej
interferencje wielowiazkowa obrazuje sie jako dodawanie szeregu wektoréw
(wskazéw) na plaszczyznie zespolonej. Diugosé kazdego wektora deter-
minowana jest przez amplitude rozpatrywanej wiazki czesciowej, zas$ jego
kierunek okresla faza fali wzgledem poprzednika (kat ).

W warunku pelnego rezonansu (§ = 2mm) wszystkie wskazy skierowane
sa zgodnie, tworzac pojedyncza linie prosta, co prowadzi do maksymalnej
amplitudy wypadkowej. Gdy faza, cho¢by nieznacznie, odbiega od warunku
rezonansu (rys. 6.2), ciag wektoréw zaczyna zwijaé sie w spirale, co spra-
wia, ze ich ostateczna suma (wektor taczacy poczatek pierwszego i koniec
ostatniego wskazu) gwaltownie maleje. Narzedzie to doskonale ttumaczy,
dlaczego dla wysokich wartosci wspétezynnika odbicia R (kiedy superpo-
zycja uwzglednia bardzo dlugi ciag istotnych amplitudowo wskazéw) piki
transmisyjne staja sie tak niezwykle waskie.

Przywolujac zalezno$¢ pomiedzy natezeniem i zespolona amplituda Swiatla,
I= %SOC\E (+) |2, wyznaczamy w pierwszej kolejnoéci kwadrat modutu fali trans-
mitowanej, mnozac wyrazenie (6.7) przez jego sprzezenie zespolone:

. + +
EDR = g (E(+)) _ |E{D) |24 _ |E{P) |24 68
¢ ¢ ¢ (1 —7r2e9)(1 —r2e=1) 1—2r2cosd +r?
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Rysunek 6.2: Wykres wskazowy dla Swiatla transmitowanego przez uklad
dwoch luster o wspélezynnikach odbicia 95% oraz fazie akumulowanej pomiedzy
dwoma lustrami réwnej 20°.

W tym miejscu wygodnie jest powiazac¢ te wielkoéci z makroskopowymi pa-
rametrami ukladu: reflektancja R = |r|? oraz transmitancja 7' = |¢|? (nalezy
podkresli¢, ze w rozwazanym przypadku zaréwno fala padajaca, jak i transmito-
wana propaguja sie w tym samym oérodku, dlatego wspdlczynniki geometryczne
wystepujace w ogélnej definicji transmitancji skracaja sie). Zakladajac z zasady
zachowania energii uklad pozbawiony strat (T'+ R = 1), mozemy zastapi¢ czyn-
nik t* w liczniku wyrazeniem (1—R)?, a mianownik zapisaé jako 1—2R cos d+ R2.
Wykorzystujac tozsamoéé cosd = 1 — 2sin?(§/2), otrzymujemy fundamentalng
dla optyki rezonansowej zaleznos¢ na natezenie $wiatta przechodzacego:

Iy

I = :
DT i sin®(0/2)

(6.9)

Réwnanie (6.9) nosi nazwe wzoru Airy’ego (George Airy 1801-1892). Prze-
widuje ono, ze przy warunku pelnego rezonansu fali z wneka (§ = 2mm, gdzie
m to liczba catkowita), uklad staje si¢ idealnie ,przezroczysty”, tj. Imax = lo,
niezaleznie od tego, jak wysoki jest wspolczynnik odbicia samych luster R. Mi-
nimum transmisji zachodzi dla réznicy faz bedacej nieparzysta wielokrotnoscia
m

Iy

— (6.10)
1 + (1—R)2

1
5:27r<m+2) = Tin =
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Wyjasnieniem tego intrygujacego zjawiska jest wzmocnienie wnekowe — spu-
tapkowane natezenie rosnie do wartosci tak znacznej, ze nawet minimalny pro-
cent przepuszczany przez bariere drugiego lustra sumuje sie do 100% natezenia
zasilajacego z zewnatrz.

Zaleznosé rozkladu funkceji Airy’ego od wspélczynnika odbicia luster zostala
zobrazowana na rys. 6.3. Im wieksza warto$¢ R, tym smuklejsze i ostrzejsze
staja sie rezonanse, co bezposrednio podnosi precyzje pomiaréw widmowych.
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Rysunek 6.3: Zalezno$é¢ natezenia $wiatla transmitowanego przez interferometr
Fabry’ego-Perota od narastajacej réznicy faz § (funkcja Airy’ego) dla trzech
wartosci wspolczynnika odbicia luster R.

Waznym parametrem okreslajacym jako$é uzyskiwanego obrazu jest kon-
trast prazkéw interferencyjnych, zwany tez ich widzialnoscia. Zalezy on
bezposrednio od wspdlezynnika odbicia luster i definiuje sie go jako:

_ Imax - Imin _ 2R
B Imax+lmin N 1+R2

(6.11)

Zaleznos¢ ta dowodzi, ze nawet dla stosunkowo niskich wartosci wspétczynnika
odbicia (np. R = 0,8) widzialno$¢ pozostaje bardzo wysoka (V' = 0,975). Nalezy
jednak pamietaé, ze w analizie widmowej i rezonatorach optycznych priorytetem
rzadko jest sam kontrast — znacznie istotniejsze sa wysoka rozdzielczo$¢ i ostre
rezonanse, ktére w $wietle wzoru Airy’ego mozna osiagna¢ dopiero dla granicy
R—1.

6.2.2 Natezenie Swiatta odbitego od interferometru Fabry’ego-
Perota

7Z punktu widzenia zasady zachowania energii naturalne jest zapytanie o los fo-
tondw, ktore nie ulegly transmisji. Zespolona amplituda fali odbitej powstaje
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Rysunek 6.4: Natezenie $wiatta odbijanego od ukladu dwoch réwnolegtych lu-
ster (interferometr Fabry-Perota) w funkcji réznicy faz pomiedzy dwoma kolej-
nymi promieniami propagujacymi sie¢ w uktadzie.

przez nalozenie fali odbitej bezposrednio od pierwszej zewnetrznej granicy in-

terferometru (z amplituda poczatkowa E(()Jr)r) oraz szeregu fal przenikajacych z
powrotem przez to lustro z wnetrza wneki:

E£+) = E(()+)T + E(()+)tt'7,/ei5 + E(()+)tt/(7,/)362i5 ¥
+ + id i5\J
= E(() )r—E(() Vtt're Z (r?e”) (6.12)
7=0
i6 i6

— ) tt'e o 1—e

=% T<1_ 1—r2e? = o "1 r2en
gdzie ponownie odwolano si¢ do relacji Stokesa (1’ = —r oraz tt’ = 1—7r?), wiaza-

cych wspolezynniki wejscia i wyjscia z gestszego o$rodka optycznego. Kwadrat
modutu tego wyrazenia, przy zalozeniu braku strat absorpcyjnych, prowadzi
wprost do rownania na natezenie fali odbitej:

% sin?(6/2)

1+ 2z sin®(6/2)

I, =1, (6.13)

Natezenie Swiatla odbitego od interferometru Fabry’ego-Perota przedstawiono
na rys. 6.4.

Poréwnanie profilu I, z rozkladem natezenia fali transmitowanej wprost do-
wodzi, ze krzywe te sa dla siebie idealnie komplementarne (I; + I, = Iy). Brak
odbicia w stanie pelnego rezonansu wnekowego jest wynikiem calkowicie de-
struktywnej interferencji (o stalej réznicy faz wynoszacej dokladnie 7) miedzy
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pierwsza falg odbita z zewnatrz a wypadkowa wszystkich fal opuszczajacych z
powrotem rezonator.

6.2.3 Wspodlczynnik finezji

Ksztalt (,ostro$é”) prazkéw wyznaczony przez funkcje Airy’ego zalezy od pa-
rametru 4R/(1 — R)2. Definiuje on w zasadniczy sposéb, z jaka stromoscia
opadaja zbocza krzywej w poblizu rezonansu. Wielko$¢ te okresla sie mianem
wspolczynnika finezji i tradycyjnie oznacza litera F':

F= %. (6.14)

Wspédlezynnik ten determinuje glebokosé miniméw pomiedzy kolejnymi szczy-
tami transmisyjnymi. Przepisujac w oparciu o niego transmitancje wneki, uzy-
skujemy najpopularniejsza w optyce instrumentalnej forme zapisu funkcji Airy’ego:

Iy

L =—
"7 14 Fsin®(5/2)

(6.15)

6.2.4 Finezja rezonatora (F)

Pojeciem nierozlacznie zwiazanym ze wspolczynnikiem finezji (i stanowiacym
jego rozwiniecie o duzo glebszej interpretacji fizycznej) jest finezja interfero-
metru (F). Definiuje sie ja jako stosunek odleglosci miedzy dwoma sasiednimi
pikami transmisji interferometru, co nazywamy przedzialem spektralnym
FSR, do calkowitej szerokosci poléwkowej pojedynczego rezonansu (FWHM),
mierzonymi w domenie przesuniecia fazowego §:

F = Borsr (6.16)
012

Poniewaz uktad rezonansowy powtarza swoje piki transmisyjne cyklicznie co
2m, licznik wynosi Adpsgr = 2m. Szerokos$é poléwkowa wyznacza sie z warunku
spadku natezenia we wzorze Airy’ego do polowy wielkosci maksymalne;j:

1 1 51/2
=- = Fsin?’(—L)=1 6.17
1+ Fsin2(0)2/4) 2 S ( 4 (6.17)

Dla wysokich wartosci wspdlczynnika odbicia (R — 1), rezonanse staja sie
niezwykle waskie, a aproksymacja malych katéw sin(x) &~ x pozwala zapisaé
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012 = 4/\/F (patrz Rozdzial 6.3.1). Polaczenie tych dwéch faktéw daje jedno-
znaczny, bezwymiarowy wzor na finezje:

~F _ /R

F== I-R

(6.18)

Finezja F ma bezposrednie, namacalne odzwierciedlenie w fizyce urzadze-
nia: stanowi przyblizona miare tego, ile $rednio ,,cykli uwiezienia” (wewnetrz-
nych odbié¢) pokonuje fala zmagazynowana pomiedzy zwierciadlami, zanim jej
pierwotna energia wycieknie z rezonatora.

6.3 Interferometr Fabry’ego-Perota jako anali-
zator widma

Wysoka czutosé transmitancji na zmiane dlugoéci fali sprawia, ze interferometr
Fabry’ego-Perota stanowi niezwykle precyzyjne narzedzie do analizy widmo-
wej Swiatla. Ze wzgledu na fakt, ze fale o réznych dlugosciach A podlegaja
we wnece innym opo6znieniom fazowym J, uklad ten pozwala na separacje prze-
strzenng bardzo blisko lezacych linii widmowych. Jakos¢ i przydatnosé takiego
analizatora optycznego okreslaja jednoznacznie dwa fundamentalne parametry:
zdolnoé¢ rozdzielcza oraz wolny przedzial spektralny.

6.3.1 Zdolnosé¢ rozdzielcza

Rozwazmy dwie wiazki $wiatla o dtugosciach fal A1 i Ay, ktore wprowadzamy do
interferometru Fabry’ego-Perota. Za interferometrem fale te tworza podwdjna
strukture prazkow interferencyjnych. Zaldézmy teraz, ze dwa prazki m-tego
rzedu znajduja sie blisko siebie oraz ze w ich maksimach zachodzi:

.01 . 02
sin — = sin —

5 5 =0, (6.19)

gdzie

01 = 2—7T2d00801 = 212(100301,
A1 A

27 27 (6.20)

09 = )\—22dcos 0y = m2dcos 02,

przy czym A\ jest réznicg dlugosci fal obu wigzek, za$ 6 i 6> to katy, pod

ktorymi obserwowane sg maksima m-tego rzedu. Pytanie, na ktére chcemy

znalezé odpowiedz, brzmi: jaka jest najmniejsza réznica dlugosci fali, ktora

mozna rozréznié przy uzyciu interferometru?

Warunek rozréznialnosci dwoch prazkoéw interferencyjnych zalezy od szeregu

czynnikéw optycznych. Do celow praktycznych przyjmuje sie najczedciej kryte-

rium oparte na szerokosci potéwkowej (zwane réwniez kryterium Taylora),
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w mys$l ktérego dwa prazki sa ledwo rozréznialne wtedy, gdy odlegtosé miedzy
ich maksimami jest réwna szerokosci poléwkowej (rys. 6.5). W takim przypadku
dla punktu lezacego w polowie dystansu miedzy maksimami utamek natezenia
od kazdego z prazkéw wynosi:

5
I=2 = Fsin? (12/2> = 1. (6.21)

A\
AN
> -

MY

FFwHM IFwHM

Natezenie Swiatla

Opobznienie fazowe

Rysunek 6.5: Kryterium szerokosci poldéwkowej pozwalajace na rozdzielenie
dwoch prazkéw interferencyjnych. Symbole sa zgodne z tymi wykorzystanymi
w tekscie.

Aby mozliwe bylo rozréznienie dwéch prazkéw, zaktadamy, ze natezenie kaz-
dego z nich w punkcie siodlowym spada do polowy swojej wartosci maksymal-
nej. Wowcezas spelnione musza by¢ nastepujace warunki dla malych przesunieé
fazowych €1 oraz e wychylajacych sie od maksiméw obu fal:

Fsin? ot

=1,
(6.22)

5o —
FsianT82 =1.

Korzystajac ze wzoréw na funkcje trygonometryczne sumy katow oraz zaklada-
jac, ze €12 < 1, otrzymujemy:

. 01+ .01 €1 0 . €1 . €1 €1
sin = sin — oS — + oS — sin — = sin — ~ +—,
2 2 2 2 2 2 2 (6 23)
. 0y — e . 0o €2 d . €2 = €2 '
sin = 8in — €oS — — COS — 8in — = —s8in — & F—
2 2 ‘75 2 2 Tt

142



gdzie skorzystaliémy z definicji maksiméw sin(d12/2) = 0 oraz wynikajacego
z tego faktu, ze cos(d1,2/2) = £1. Po podstawieniu réwnan (6.23) do réwna-
nia (6.22) znak opada w wyniku podniesienia do kwadratu i ostatecznie otrzy-
mujemy:

P&
2/ (6.24)
€2
P(3) -
2
skad:
2 4
51252:ﬁ = 51+€2:52—61:ﬁ. (6.25)
Z drugiej strony:
2 2
0y — 01 = )\_77;)\2&:05 0y — ;2dcos 01, (6.26)

co przy zalozeniu, ze analizujemy centralna czesé obrazu interferencyjnego, dla
ktoérej 61,2 — 0, pozwala zapisaé:

1 1 AN

Po polaczeniu réwnania (6.27) z réwnaniem (6.25) otrzymujemy relacje:

A _7d = 2md VR

AN~ A T AN 1-FR (6.28)

Powyzsza wielko$¢ nosi nazwe zdolnosci rozdzielczej i jest ona jedna z pod-
stawowych wielkosci charakteryzujacych przyrzady spektralne, w tym interfe-
rometry Fabry’ego-Perota.

6.3.2 Przedzial spektralny

Wysoka zdolnosé rozdzielcza nie rozwiazuje jednak wszystkich problemoéw spek-
troskopowych. Kolejnym ograniczeniem przyrzadu jest zjawisko przekrywa-
nia sie rzedow interferencji. Aby interpretacja widma byla fizycznie jed-
noznaczna, pik rezonansowy rzedu m dla fali o dlugosci A nie moze zbiec si¢ z
pikiem rzedu (m+ 1) generowanym przez sasiednia, krétsza dlugosé fali A — AN,
Sytuacja krytyczna powstaje przy warunku:

(m + 1)()\ — A)\FSR) =m, (629)

skad bezposrednio A = (m + 1)AApsgr.

Zakladajac, ze rzad interferencji we wnece optycznej jest z definicji bardzo
duzy (m =~ m + 1 = 2nd/)), otrzymujemy wzér na wolny przedzial spek-
tralny (ang. Free Spectral Range, FSR). Wielko$¢ ta, wyrazona w dziedzinie
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dhugoséci fali, okreéla najszersze okno widmowe, w ktérym mozna prowadzi¢ ob-
serwacje bez ryzyka aliasingu rzedéw:

)\2
AMpsg = TV (6.30)

Zmnacznie bardziej naturalne w fizyce nowoczesnych wnek i fizyce laseréw jest
wyrazenie FSR w dziedzinie czestotliwosci. Opierajac sie na relacji v = ¢/,
przyrost w domenie czestotliwo$ci wiaze sie ze zmiana dlugosci fali poprzez
rézniczke [Av| = GAN. Wykorzystujac ten fakt w wyznaczonym przedziale,
uzyskujemy wolny przedziat spektralny w domenie czestotliwosci:

C
AVFSR = % (631)

Wielkosé ta jest absolutnie kluczowa dla optyki instrumentalnej: stanowi ona
fizyczny odstep (wyrazony najczesciej w hercach) dzielacy dwa sasiednie, rezo-
nujace we wnece mody podluzne $wiatla.

6.3.3 Dobroé¢ wneki i czas zycia fotonu

Gdy interferometr traktujemy nie jako narzedzie do spektroskopii interferencyj-
nej fal, lecz jako fotonowy rezonator stratny, nadrzednym modelem opisowym
staje sie dynamika czasowa ewakuacji energii $wietlnej ze wneki. Jezeli do usta-
bilizowanego rezonatora dostarczymy Swiatto o natezeniu stalym, a nastepnie
raptownie wylaczymy to Swiatto, to Swiatto we wnece zacznie zanikaé¢ wyklad-
niczo zgodnie z rozkladem czasowym

I(t) = Ipexp(—t/Tp), (6.32)

gdzie 7, to $redni czas zycia fotonu we wnece optycznej.

Parametr ten wiaze sie wprost z charakterystykami stacjonarnymi opisanymi
powyzej, poprzez zaleznosé czestotliwosciowa szerokosci piku z czasem relaksa-
cji:

1 1 F Fdn

_ - - 6.33
27TAVFWHM 2 AVFSR e ( )

Tp
Powyzsza relacja stanowi podstawe ultraprecyzyjnej techniki spektroskopowe;j

zwanej spektroskopig strat we wnece.

Dygresja

Spektroskopia strat we wnece optycznej to niezwykle czuta technika
absorpcyjna stuzaca do detekcji gazow sladowych. Jej dzialanie opiera sie
na wykorzystaniu wneki rezonansowej (zbudowanej ze zwierciadel o bardzo
wysokim wspo6lezynniku odbicia, np. R > 0,9999) jako putapki dla fotonéw.

Pomiar rozpoczyna sie od wpuszczenia do wneki krotkiego impulsu $wia-

144



tta laserowego. Gdy zrédlo Swiatla zostaje wylaczone, uwieziony impuls od-
bija sie wielokrotnie miedzy lustrami, pokonujac we wnece efektywna droge
optyczna rzedu wielu kilometréw. Poniewaz przy kazdym odbiciu wneke
opuszcza znikomy, ale staly ulamek energii, natezenie swiatla rejestrowa-
nego przez detektor na zewnatrz powoli maleje, tworzac krzywa zaniku
wykladniczego. Rejestrujac ten spadek, wyznacza sie tzw. czas zaniku,
ktory jest wprost proporcjonalny do czasu zycia fotonu w rezonatorze.

Obecnosé gazu absorbujacego we wnece stwarza dodatkowy kanal utraty
energii dla propagujacej fali, co zauwazalnie przyspiesza jej zanik. Pordw-
nanie czasu zaniku w rezonatorze pustym z czasem zmierzonym dla wneki
wypelnionej badana probka pozwala bardzo precyzyjnie wyznaczy¢ stezenie
absorbera. Fundamentalng przewaga tej techniki nad klasyczna spektrosko-
pia jest to, ze wynik opiera sie wylacznie na wyznaczeniu stalej czasowej
zaniku, a nie na pomiarze bezwzglednej amplitudy ostabionego sygnatu.
Dzigki temu metoda ta staje si¢ calkowicie niewrazliwa na szumy i chwi-
lowe wahania mocy samego lasera pompujacego.

W mechanice kwantowej i inzynierii mikrofalowej odpowiednikiem klasycz-
nej finezji dla opisu uktadéw rezonansowych i laseréw jest dobroé wneki. Opi-
suje ona stosunek energii zmagazynowanej w oscylatorze do energii rozproszonej
w pojedynczym cyklu rezonansowym i powiazana jest wprost ze zjawiskami dys-
persji wneki:

Vo

Q =2myT, = (6.34)

AvpwaMm

Dobroé z punktu widzenia wartosci liczbowej stanowi de facto réwnowaznik
absolutnej zdolnoéci rozdzielczej interferometru. W wybitnie zbudowanych we
wspOlezesnych warunkach laboratoryjnych wnekach (o finezji rzedu stu tysiecy),
czynnik dobroci Q potrafi siegaé gigantycznych wartoéci rzedu 1019, a tym sa-
mym czyni¢ wneki Fabry’ego-Perota najbardziej czulymi urzadzeniami znanymi
fizyce optycznej.

6.4 Interferencja wigzki rozbieznej

Gdy na uklad opisany powyzej pada wiazka Swiatta rozbieznego, np. wiazka
emitowana ze zrodla rozciaglego przestrzennie, to kazda z fal czastkowych zy-
skuje nieco inne przesuniecie fazowe. W konsekwencji na interferometr padaja
fale pod réznymi katami, a opdznienie fazowe ¢ zalezy od kata padania.

Aby na ekranie zaobserwowaé interferencje tych fal, obraz interferencyjny
nalezaloby obserwowaé¢ w nieskonczonosci. Naturalnie nie jest to mozliwe, dla-
tego problem ten rozwiazuje sie, wykorzystujac soczewke, ktéra przenosi obraz
z nieskonczonoéci do plaszczyzny ogniskowej. Wlasnie w tej plaszczyznie obser-
wuje sie zazwyczaj obrazy interferencyjne zwane interferogramami.

W przypadku rozbieznej wiazki Swiatta interferogram ma ksztaltt wspoétérod-
kowych okregbéw, ktérych promienie zaleza od dlugosci fali, ale rowniez od od-
legtosci miedzy lustrami. Obraz taki, zwany pierScieniami réwnego nachy-
lenia, pokazany zostal na rys. 6.6.
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Rysunek 6.6: Koncentryczne pierScienie obserwowane za interferometrem
Fabry’ego-Perota oswietlanym rozbiezna wiazka $wiatla.

6.5 Ograniczenia interferometru Fabry’ego-Perota

Podczas wyprowadzania wzoru na interferencje wielowiazkowa przyjeto, ze w
ukladzie nie wystepuja straty energii, co pozwala zapisaé bilans w postaci R +
T = 1. W rzeczywistosci jednak na powierzchniach zwierciadetl zawsze dochodzi
do pewnego rozpraszania oraz pochlaniania Swiatla, co stanowi zrédlo strat w
rezonatorze. Co wiecej, sam o$rodek wypelniajacy interferometr réwniez moze
absorbowaé¢ promieniowanie. Z tego powodu réwnanie oparte na zasadzie za-
chowania energii nalezy zmodyfikowaé, przyjmujac postac:

R+T+A=1, (6.35)

gdzie A jest natezeniowym wspdlezynnikiem strat we wnece. Uwzglednienie
tego czynnika prowadzi do bardziej zlozonej zaleznosci opisujacej transmitancje
interferometru Fabry’ego-Perota i skutkuje zauwazalnym pogorszeniem parame-
tréw obserwowanych prazkow interferencyjnych.

Drugie zalozenie, przyjete w poczatkowej fazie analizy, dotyczyto interferen-
cji nieskonczonej liczby fal opuszczajacych uklad. W praktyce kazda wiazka
Swietlna ma skorficzone rozmiary poprzeczne, podobnie jak fizycznie ograni-
czone sa rozmiary zwierciadel tworzacych rezonator. Ponadto wiazki zawsze
charakteryzuja sie pewna rozbieznoscia, co wynika bezposrednio z natury zré-
det oswietlajacych uktad oraz ze zjawiska dyfrakcji na krawedziach elementéw
optycznych.
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Aby zniwelowaé ten problem, znacznie czesciej niz interferometry z ptaskimi
lustrami wykorzystuje sie urzadzenia, w ktorych lustra maja ksztalt sferyczny i
pracuja w tzw. rezimie konfokalnym.

6.6 Konfokalny interferometr Fabry’ego-Perota

Konfokalny interferometr Fabry’ego-Perota jest ukladem skladajacym sie
z dwéch wklestych luster, umieszczonych wzgledem siebie w odleglosci réwnej
ich promieniowi krzywizny. Takie ustawienie sprawia, ze ogniska obu luster sie
ze soba pokrywaja.

W poréwnaniu z klasycznym interferometrem, w ktérym wykorzystywane
sa tylko dwa plaskie lustra, interferometr konfokalny wykazuje szereg istotnych
réznic. Pierwsza z nich jest fakt, ze wiazka uwieziona we wnece odbija sie od
kazdego lustra dwukrotnie, zanim powrdci do punktu poczatkowego i zamknie
swoja Sciezke optyczna.

Z uwagi na taka geometrie propagacji, zmianie ulega wyrazenie na przedzial
spektralny interferometru, ktéry w dziedzinie czestotliwosci przyjmuje postac:

c

Rt (6.36)

Avpsr i =
Dodatkowo sferyczna geometria luster sprawia, ze problemem przestaja by¢
skoniczone rozmiary luster, gdyz $wiatlo jest uwiezione (,,spulapkowane”) w nie-
wielkim, centralnym obszarze wneki. Latwiej jest tez odpowiednio ustawié¢ taki
interferometr, gdyz nie trzeba zapewnia¢ idealnej réwnolegtosci luster, a sa-
mego sprzegniecia wiazki z interferometrem dokonuje sie, umieszczajac przed
nim soczewke o odpowiednio dobranej ogniskowe;j.
To wlasnie te zalety sprawiaja, ze interferometry konfokalne, a nie te wyko-
rzystujace plaskie lustra, sa powszechnie stosowane w wielu zastosowaniach, w
tym przede wszystkim w analizie widmowej $wiatla.

6.7 Zastosowania interferencji wielowigzkowej

6.7.1 Analiza widmowa

W dotychczas rozwazanych przypadkach interferometr o$wietlano fala ptaska
lub wiazka rozbiezna, przy zatozeniu statodci parametrow samego uktadu. Jed-
nak w wielu praktycznych zastosowaniach co najmniej jedno ze zwierciadetl inter-
ferometru jest zamontowane na elemencie ruchomym, co pozwala na precyzyjna
regulacje odlegloéci miedzy lustrami. Najczesciej wykorzystuje sie do tego celu
przetworniki piezoceramiczne (PZT), ktére zmieniaja swoje wymiary liniowo
pod wplywem przylozonego napiecia. Mozliwo$¢ ,skanowania” transmisji in-
terferometru pozwala na przeprowadzenie dokladnej analizy widmowej $wiatta
wprowadzanego do wneki.

Rysunek 6.7 przedstawia przykladowe widmo promieniowania emitowanego
przez laser pélprzewodnikowy. Wraz ze zmiang dlugosci wneki rezonansowej
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Rysunek 6.7: Zasada dziatania skanowanego interferometru Fabry’ego-Perota.

modyfikowane jest natezenie $wiatla przenikajacego przez uktad. Kazdorazowo,
gdy dla danej dlugosci fali i odleglo$ci miedzy lustrami speliony zostanie wa-

runek rezonansu, tj.:
47nd cos 6

A

przez interferometr transmitowana jest (przy zaniedbaniu strat) catkowita ener-
gia padajacej fali. Dzieki analizie natezenia $wiatta transmitowanego w funkcji
dtugosci wneki mozliwe jest precyzyjne odtworzenie widma promieniowania zré-

dia.

&Uwaga!

Nalezy pamigtaé, ze profil natezenia $wiatla transmitowanego przez interfero-
metr w funkcji odleglosci d nie zalezy wylacznie od widma badanego $wiatla.
W rzeczywistodci obserwowany ksztalt prazkéw jest splotem (konwolucja) rze-
czywistego widma sygnalu z funkcja aparaturowa samego interferometru. Ta
ostatnia jest determinowana przez wspolczynnik odbicia luster R. Dlatego
kluczowe jest, aby lustra charakteryzowaly si¢ mozliwie wysoka refleksyjno-
$cig, co pozwala na uzyskanie waskich i ostrych prazkéw spektralnych, a tym
samym wyzszej zdolnosci rozdzielczej.

=2m™m

6.7.2 Filtry spektralne

Waski zakres transmisyjny interferometru Fabry’ego-Perota pozwala na jego
wykorzystanie w roli filtra selekcjonujacego waskie pasmo z szerokiego widma
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zrodla (rys. 6.8). Proces ten wiaze sie z odbiciem czesci mocy padajacej, jed-
nak w zamian uzyskuje sie promieniowanie o drastycznie zawezonym profilu
spektralnym.

Natezenie transmitowanego $wiatta

Czestotliwos¢

Rysunek 6.8: Mechanizm zawezenia widma promieniowania. Niebieska krzywa
reprezentuje widmo zrédta, czerwona — charakterystyke interferometru, a kolor
26ty — widmo po filtracji.

Najprostszym przykladem takiego ukladu jest etalon (rys. 6.9), czyli prze-
zroczysta plytka ptaskoréwnolegta z napylonymi warstwami wysokorefleksyj-
nymi. W tym przypadku przestrajanie dtugosci fali rezonansowej odbywa sie
poprzez zmiane kata padania $wiatla, co modyfikuje droge optyczna wewnatrz
materialu. Etalony sa powszechnie stosowane wewnatrz rezonatoréw laserowych
do selekcji pojedynczego modu wzdluznego, co wymusza stabilng prace lasera
na jednej, Scisle okreslonej czestotliwosci.

6.7.3 Lustra dielektryczne

W zaawansowanych ukladach optycznych niezbedne jest stosowanie luster o
wspoltczynniku odbicia R bliskim jednoéci. Tradycyjne lustra metaliczne, ze
wzgledu na straty omowe, osiggaja refleksyjnosé rzedu 90 — 98%, co jest war-
toscia niewystarczajaca dla interferometréw o wysokiej finezji. Rozwiazaniem
sa lustra dielektryczne (lustra Bragga), zbudowane z wielu naprzemiennych
warstw dielektrykow o precyzyjnie dobranych wspétczynnikach zalamania i gru-
bosciach (rys. 6.10).

Dzigki zjawisku konstruktywnej interferencji fal odbitych na wielu grani-
cach oérodkow, mozliwe jest uzyskanie wspélczynnika odbicia przekraczajacego
99,99%. Przykladem ekstremalnego zastosowania tej technologii jest detektor
fal grawitacyjnych LIGO, gdzie lustra o wspétczynniku R = 0,999965 umozli-
wity pomiar zmian odleglosci rzedu 10~% m.
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Rysunek 6.9: Etalon jest przezroczysta plytka plaskoréwnolegla, na ktéra na-
pylono powloki o wysokim wspoétczynniku odbicia R. Kat ¢ jest katem obrotu
etalonu determinujacym kat padania 6 wiazki na przednia powierzchnie etalonu.

n nm n o npom

Wigzka odbita
=
Wigzka padajaca

Ny, ny np np Ny

Rysunek 6.10: Lustro Bragga (lustro dielektryczne).
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Dygresja: Barwy strukturalne w przyrodzie

Wielowarstwowe struktury interferencyjne wystepuja powszechnie w $wie-
cie ozywionym pod postacia barw strukturalnych. W przeciwienstwie do
pigmentow, barwy te powstaja w wyniku spojnego rozpraszania $wiatta na
periodycznych nanostrukturach (np. na skrzydtach motyli Morpho czy pi6-
rach pawi). Struktury te dzialaja jak naturalne lustra Bragga, wzmacniajac
wybrane dhugosci fal na drodze interferencji konstruktywnej. Charakte-
rystyczna cecha barw strukturalnych jest iryzacja, czyli ptynna zmiana
koloru w zaleznosci od kata obserwacji.

6.7.4 Pokrycia antyrefleksyjne

W pokryciach antyrefleksyjnych wykorzystuje sie zasade interferencji de-
struktywnej. Gruboéci warstw sa dobierane tak, aby fale odbite od poszczegdl-
nych granic wygaszalty si¢ wzajemnie. Pozwala to na niemal catkowita redukcje
niepozadanych odblaskéw, co jest kluczowe w obiektywach fotograficznych, oku-
larach korekcyjnych oraz systemach laserowych o duzej mocy.

6.7.5 Lasery i stabilizacja czestotliwosci

Szczegélnym przypadkiem zastosowania wnek rezonansowych sa lasery. Wpro-
wadzenie osrodka aktywnego miedzy dwa lustra zapewnia dodatnie sprzezenie
zwrotne, niezbedne do podtrzymania emisji wymuszonej. Wneka optyczna
filtruje dostepne mody, co prowadzi do generacji wysoce spéjnego i monochro-
matycznego Swiatta.

W metrologii laserowej zewnetrzne interferometry sa wykorzystywane do
stabilizacji czestotliwodci (tzw. ,lockowania”). Standardem jest tu metoda
Pounda-Drevera-Halla (PDH), polegajaca na analizie fazy $wiatla odbitego od
ultrastabilnej wneki. Pozwala to na budowe laseréw o szerokosci linii ponizej
1 Hz, co jest fundamentem dzialania wspdlczesnych zegaréw optycznych.

Dygresja

Zegary optyczne to najdokladniejsze urzadzenia pomiarowe, jakie kiedykol-
wiek skonstruowano. Wykorzystujg one przejscia elektronowe w atomach
(np. strontu), ktére absorbuja $wiatlo o czestotliwosciach rzedu setek te-
rahercéw. Duzieki temu, ze ,tykniecia” zegara sa znacznie gestsze niz w
zegarach mikrofalowych, oferuja one bezprecedensows precyzje. Stabili-
zacja lasera prébkujacego do wneki Fabry’ego-Perota o wysokiej dobroci
przy uzyciu techniki PDH jest niezbedna do odczytu tych czestotliwosci.
Osiagniecia te toruja droge do redefinicji sekundy w uktadzie SI.

6.7.6 Macierze ABCD i stabilno$¢ wneki optycznej

W celu pelnego opisu propagacji swiatla wewnatrz wnek rezonansowych, szcze-
gélnie w kontekscie wiazek gaussowskich, stosuje sie formalizm macierzowy (tzw.

151



macierze ABCD). Pozwala on na sledzenie ewolucji parametréw wiazki po pel-
nym obiegu wneki. Kazdy element optyczny (lustro, soczewka, przestrzeri swo-
bodna) reprezentowany jest przez macierz przejscia:

M = <é f;) (6.37)

Dla wneki o dlugosci L, ograniczonej dwoma lustrami o promieniach krzywizny
R1 i Ry, stabilno$¢ okredla, czy wiazka po wielu odbiciach pozostanie wewnatrz
uktadu. Wprowadza si¢ parametry stabilnosci g:

L
gp=1—— (6.38)

=1- =,
g1 R Ry

Warunek stabilnoéci rezonatora przyjmuje wtedy postac:
0<g1g2 <1 (6.39)

Rezonatory spelniajace ten warunek pozwalaja na stabilna prace lasera i efek-
tywne magazynowanie energii wewnatrz wybranego modu.

6.8 Podsumowanie rozdzialu

W niniejszym rozdziale rozszerzono opis zjawisk falowych na przypadek inter-
ferencji wielowigzkowej, zachodzacej w uktadach o wysokim wspélczynniku od-
bicia. Gloéwnym obiektem analizy stal sie interferometr Fabry’ego-Perota, w
ktérym nieskonczony ciag uwiezionych we wnece, wielokrotnych odbi¢ prowa-
dzi do powstania niezwykle ostrych rezonanséw transmisyjnych. Rozklad tych
rezonanséw opisano analitycznie za pomoca funkcji Airy’ego. Wykazano, ze
kluczem do glebokiego zrozumienia tego zjawiska jest koherentna superpozycja
fal — doskonale ilustrowana metoda wskazow na plaszczyznie zespolonej — ktora
w warunkach pelnego rezonansu zapewnia 100% transmisje energii, omijajac
pozorng bariere silnie odbijajacych luster.

W celu parametryzacji i oceny instrumentalnej wnek rezonansowych wpro-
wadzono rygorystyczny aparat pojeciowy, definiujac finezje ukladu, przedzial
spektralny oraz zdolnosé rozdzielcza opartg na kryterium szerokosci potowkowe;j.
Parametry te, $cisle powiazane z makroskopowym pojeciem czasu zycia fotonu
i dobroci wneki (Q), pozwolily na fizyczne wyjasdnienie zasady dzialania wysoce
precyzyjnych technik badawczych, takich jak spektroskopia strat we wnece czy
zaawansowana stabilizacja czestotliwosci laserow. Przedstawiono réwniez po-
wszechne w inzynierii fotonicznej realizacje wielowarstwowych ukladéw interfe-
rencyjnych: etalony, powloki antyrefleksyjne oraz lustra dielektryczne (lustro
Bragga). Rozwazania nad wnekami zwieficzono analiza warunkéw stabilnosci
rezonatoréw sferycznych, wykazujac po raz kolejny uniwersalno$é¢ formalizmu
macierzy ABCD.

Dotychczasowe analizy interferencji — zaréwno dwu-, jak i wielowiazkowe;j
— opieraly sie jednak w duzej mierze na zalozeniu propagacji nieograniczonych
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przestrzennie fal plaskich i sferycznych. W rzeczywistosci kazda wiazka sSwietlna
oraz kazdy przyrzad optyczny posiadaja skoniczone rozmiary poprzeczne (aper-
tury). Narzucenie fizycznego ograniczenia na propagujacy sie front falowy pro-
wadzi do zalamania przyblizenia prostoliniowego rozchodzenia si¢ promieni i
skutkuje niemozliwym do pominiecia ugieciem fali na krawedziach. Obserwa-
cja ta stanowi konieczny i naturalny punkt wyjscia do kolejnego rozdziatu, w
ktérym sformulowana zostanie pelna, rygorystyczna teoria dyfrakcji.

Zadania

6.1.

6.2.

6.3.

6.4.

6.5.

Wspétezynnik odbicia luster prézniowego interferometru Fabry’ego-Perota
wynosi R = 0,99. Oblicz:

(a) wspodlezynnik finezji F' wystepujacy we wzorze Airy’ego,

(b) szeroko$¢ poléwkowa prazkéw interferencyjnych wyrazona w dzie-
dzinie czestotliwodci (Avy o), jedli odleglod¢ miedzy lustrami wynosi
d=1,0 cm,

(c) finezje F tego uktadu interferencyjnego.

W spektrometrze Fabry’ego-Perota odleglo$¢ miedzy ptaskoréwnoleglymi
lustrami wynosi d = 2,0 cm, a oérodek miedzy nimi stanowi préznia.
Przyrzad ten oswietlono $wiattem o centralnej dtugosci fali A = 500 nm.

(a) Oblicz wolny zakres spektralny (FSR) tego interferometru w dziedzi-
nie czestotliwosci (Avpgr) oraz diugosei fali (AXpsr).

(b) Wykaz na podstawie obliczonych wartosci, czy przy tej konfigura-
cji przyrzadu mozliwe jest jednoznaczne rozdzielenie (bez zjawiska
nakrywania si¢ sasiednich rzedéw interferencji) dwéch bliskich linii
widmowych oddalonych od siebie 0 AX = 0,05 nm.

Oblicz, jaka musi by¢ minimalna odleglo$é¢ miedzy lustrami d proéznio-
wego interferometru Fabry’ego-Perota, aby za jego pomoca mozna byto
rozdzielié¢ linie dubletu sodowego Dy (588,995 nm) oraz Dy (589, 592 nm).
Zdolno$¢ rozdzielcza przyrzadu przyjmij zgodnie z kryterium Rayleigha,
a finezje ukladu jako F = 30.

Etalon zbudowano z plytki szklanej o grubosci d = 10 pm i wspotczynniku
zalamania n = 1,5. Na jej rownolegle powierzchnie naniesiono warstwy
odbijajace. Oblicz minimalng wymagang warto$¢ wspolczynnika odbicia
R tych powlok, aby przy pomocy tego etalonu mozliwe byto rozdzielenie
wspomnianych wyzej linii dubletu sodowego (D; i D5).

Rezonator laserowy, dzialajacy na zasadzie interferometru wielowiazko-
wego, ma dtugoéé¢ L = 1,0 m. Oblicz liczbe modéw podtuznych mieszcza-
cych sie w szeroko$ci linii lasera, jezeli szeroko$é¢ ta wynosi AN = 1,8 pm
przy centralnej dlugosci fali A = 600 nm.
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6.6.

6.7.

6.8.

6.9.

Prézniowy interferometr Fabry’ego-Perota o odleglosci miedzy lustrami
d = 5,0 mm jest oSwietlany rozbiezna wiazka $wiatla z lasera He-Ne (A =
632,8 nm). Przechodzace $wiatlo jest ogniskowane za pomoca soczewki
o ogniskowej f = 20,0 cm na plaskim ekranie. Oblicz promienie trzech
pierwszych jasnych pierécieni interferencyjnych obserwowanych na ekranie,
zakladajac, ze w centrum obrazu znajduje si¢ maksimum rzedu zerowego.

Na szklana soczewke o wspélczynniku zalamania ng = 1,52 natozono po-
jedyncza powloke przeciwodblaskowa (AR) z fluorku magnezu (MgF,) o
wspolczynniku zatamania n,, = 1,38. Powloka sasiaduje z powietrzem
(nO ~ 17 O)

(a) Oblicz minimalng grubo$é powtoki d, dla ktérej wspdlezynnik odbicia
dla $wiatta o dlugodci fali A = 550 nm osigga minimum przy padaniu
normalnym.

(b) Oblicz warto$¢ resztkowego wspdlezynnika odbicia R dla tej dlugosci
fali i ocen, ile razy zmniejszylo si¢ odbicie w stosunku do niepokrytej
powierzchni szkta.

Na plaska powierzchnie szkla (ns = 1, 50) naniesiono cienka warstwe die-
lektryka o wysokim wspétczynniku zalamania n,, = 2, 00.

(a) Oblicz minimalna, niezerowa grubosé¢ tej warstwy d, dla ktérej na-
tezenie $wiatla odbitego o dlugosci fali A = 700 nm (padajacego
prostopadle z powietrza) bedzie maksymalne.

(b) Oblicz efektywny wspélezynnik odbicia R dla tak zaprojektowanego
uktadu.

Zaprojektuj klasyczne lustro Bragga pracujace przy dlugosci fali A =
795 nm, naniesione na podloze szklane (ns = 1,50). Lustro sklada sie z
naprzemiennych warstw materialéow o wspotczynnikach zatamania ng =
2,30 (warstwa o wysokim wspoélczynniku) oraz ny, = 1,38 (warstwa o ni-
skim wspélczynniku). Warstwa zewnetrzna kontaktujaca sie z powietrzem
jest ng.

(a) Oblicz fizyczne grubosci obu typéw warstw (dy oraz dp,).

(b) Oblicz minimalng liczbe par warstw N, ktéra jest wymagana, aby
catkowita reflektancja ukladu przekroczyta bariere R = 0,99.
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Rozdziat 7

Dyftrakcja

7.1 Strefy Fresnela

7.1.1 Zasada Huygensa-Fresnela

Jednym z argumentéw w toczacej sie w XVII w. debacie dotyczacej natury $wia-
tla, majacym przemawia¢ za pogladem falowym, byta mozliwo$¢ wyttumaczenia
praw rzadzacych swiatlem (np. prawa odbicia i zalamania) zasada Huygensa.
Zgodnie z nig kazdy punkt, do ktorego dociera fala, staje sie zrédlem wtérnej
fali sferycznej. Powierzchnia styczna do tych fal wtérnych (ich obwiednia)
wyznacza nowe polozenie powierzchni o stalej fazie, zwanej frontem falowym
(rys. 7.1).

Na poczatku XIX w. Augustin Fresnel zauwazyl, ze emitowane ze zrédel
wtérnych fale sa wzajemnie spdjne (zasada Huygensa-Fresnela), przez co
mogg ulegaé interferencji, co w rozwazaniach wymaga uwzglednienia nie tylko
ich amplitud, ale rowniez faz. Fresnel byl réwniez przekonany, ze amplituda
fal wtérnych zalezy od kierunku ich rozchodzenia sie (cechuje sie zaleznoScia
katowa), osiagajac maksimum w kierunku propagacji fali pierwotnej i malejac
wraz ze wzrostem kata. Dokladna zalezno$é amplitudy od kata (tzw. czynnik
nachylenia) nie byla mu jednak znana i dopiero Gustav Kirchhoff (1824-1887)
wyprowadzil analityczna postaé tej relacji (zob. podrozdzial 7.2).

7.1.2 Strefy Fresnela

Rozwazmy fale sferyczng emitowana z punktowego zrédla $wiatta Z. Wybierzmy
punkt E, w ktérym chcemy obliczyé natezenie swiatla (rys. 7.2). W tym celu
podzielmy front falowy ¥, znajdujacy sie¢ w odlegloéci R od Zrédla Z, na wspot-
osiowe pierscienie, ktérych osia symetrii jest odcinek ZE. Promienie tych pier-
Scieni sa tak dobrane, ze réznica drog optycznych od krawedzi dwéch kolejnych
pierdcieni (tj. punktéw Py, i P,,—1) do punktu obserwacji E jest réwna A/2. W
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Rysunek 7.1: Rézne ksztalty frontow falowych powstaly w oparciu o zasade
Huygensa.

takim przypadku:
P,E - PoE = \/2,
PoE — P1E = \/2,

(7.1)
P3E — PoE = )/2,

Promienie 7, poszczegdlnych pierécieni moga by¢ obliczone w oparciu o geo-
metryczna analize problemu, odpowiednio rozwazajac tréjkaty o wierzchotku w
punkcie Z albo o wierzchotku w punkcie E. Zgodnie z ta analiza;:

2
ri—}f—(R—¢@2—<k+m;> — (I +dp)?, (7.2)

gdzie [ jest odlegtoscia PoE, zaé d,, jest odlegloscia pomiedzy punktem Pg
oraz punktem P/ (bedacym rzutem punktu P,,, znajdujacego si¢ na m-tym
pierécieniu, na odcinek ZE). Z dokladnogcia do czlonu zaleznego od A\? mozna
pokazaé, ze:
o dm A
T R+12
9 RimA
reoN ———.
™ R41
Pozwala to obliczy¢ pole powierzchni wewnatrz poszczegdlnych okregéw. I tak

pole wewnatrz pierwszego okregu (m = 1), stanowiace pierwsza strefe Fre-
snela, jest rowne:

(7.3)

., mRIX
17R+l’

S| =ar

(7.4)
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Rysunek 7.2: Schemat analizy dyfrakcji przy pomocy stref Fresnela dla punk-
towego zrodla $wiatla i fali sferyczne;j.

podczas gdy pole wewnatrz drugiego okregu (m = 2) dane jest przez:

2RI
R+

Sy =mr2 = (7.5)
Odejmujac od siebie pola kot zajetych oboma obszarami, mozna obliczyé¢ pole
pierwszego pierscienia, tj. drugiej strefy Fresnela:

TRIA

T (7.6)

Spiers’cieﬁ = SQ - Sl =

W oparciu o analogiczna analize mozna pokazaé, ze pola powierzchni kolej-
nych stref Fresnela (czyli pierécieni pomiedzy okregami 7, i r,—1) sa W przy-
blizeniu identyczne i réwne S;. Wynika stad, ze réznice dlugosci kolejnych
promieni 7, staja si¢ coraz mniejsze ze wzrostem m.

W powyzszych rozwazaniach zalozono, ze powierzchnie pierscieni zrzutowa-
nych na plaszczyzne prostopadla do odcinka ZE sa w przyblizeniu réwne ich
rzeczywistym powierzchniom na czaszy sferycznej. Przyblizenie to nie wprowa-
dza powaznych btedéow w sytuacji, w ktorej promienie poszczegdlnych pierscieni
sa znaczaco mniejsze od promienia krzywizny frontu falowego (r,, < R).

W celu uzyskania dokladniejszych wynikéw nalezy przeprowadzi¢ bardziej
skrupulatna analize rozwazanego problemu. W szczegdlno$ci mozemy podzieli¢
pierscienie stref Fresnela na kolejne podstrefy tak, ze faza pomiedzy kolejnymi
podstrefami zmienia si¢ 0 6 = 7/m,,, gdzie m, jest liczba catkowita. Stosujac
tzw. metode wskazéw, mozemy dodawacé do siebie kolejne przyczynki pocho-
dzace od fal wtornych. Nalezy jednak pamietaé, ze wraz z oddalaniem si¢ od
osi ZE roénie droga pomiedzy punktem lezacym na froncie falowym a punktem
E. Spadek amplitudy kolejnych fal wtérnych docierajacych do punktu E wynika
z dwoch faktéw: po pierwsze, fale wtorne sa sferyczne, wiec ich amplituda jest
odwrotnie proporcjonalna do pokonywanej odlegtosci; po drugie, jak oméwiono
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Rysunek 7.3: Metoda wskazow ukazujaca skladanie amplitud poszczegdlnych
fal wtérnych dla dyskretnej, tj. dla liczby catkowitej m,, przyjmujacej stosun-
kowo niewielkie wartosci (lewy wykres), oraz ciagtej, czyli dla m, — oo (prawy
wykres). Zmiany fazy i amplitudy poszczegdluych fal sktadowych skladaja sie
na fale wypadkowa. Pierwszy wektor wskazuje amplitude fali wypadkowej po-
wstalej przez nalozenie na siebie kolejnych przyczynkéw w ramach pierwszej
strefy Fresnela.

wczesniej, emisja maleje wraz ze wzrostem kata z powodu czynnika nachyle-
nia. Efekt ten zostal przedstawiony na rys. 7.3 dla przypadku dyskretnego (gdy
warto$¢ m,, nie jest zbyt duza) oraz dla przypadku ciagtego (m, — 00).

Postugujac si¢ metoda wskazow, mozna obliczy¢ wypadkowa amplitude Swia-
tta powstalego przez nalozenie na siebie przyczynkéw pochodzacych od kolej-
nych (pod)stref Fresnela. W szczegdlnosci pokazany na wykresie czerwony wek-
tor odpowiada amplitudzie fali powstalej przez ograniczenie sie wylacznie do
pierwszej strefy Fresnela. Mozna to np. osiagnaé¢ poprzez uzycie przestony o
odpowiednio malej aperturze. Cho¢ na pierwszy rzut oka moze wydawaé sig¢
to zaskakujace, dalsze otwarcie takiej przestony i uwzglednienie kolejnych stref
Fresnela nie tylko nie powoduje wzrostu amplitudy $wiatta, ale przeciwnie —
powoduje jej spadek. W szczegdlnosci dla catkowicie otwartej przestony ampli-
tuda wypadkowego $wiatla jest mniej wiecej o polowe mniejsza niz w przypadku
ograniczenia si¢ jedynie do pierwszej strefy (rys. 7.4). Fakt, ze amplituda, a co
za tym idzie rowniez natezenie $wiatla, maleje wraz z otwieraniem przestony,
jest dzi§ waznym dowodem potwierdzajacym falowa nature Swiatta.

7.1.3 Plamka Poissona

Jezeli na drodze wiazki Swiatta umiesci sie niewielki, nieprzezroczysty przedmiot,
na ekranie powstanie cien. Jednakze dokladna analiza pokazuje, ze w jego sa-
mym Srodku wystepuje jasny punkt, ktory nazywany jest plamka Poissona
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Rysunek 7.4: Spirala powstala przy pomocy metody wskazoéw, ukazujaca wy-
padkowa amplitude $wiatla dla catkowicie otwartej przestrzeni (punkt Po). W
oparciu o ten wykres wyraznie wida¢, ze amplituda pola elektrycznego dla prze-
stony ograniczajacej obszar do pierwszej strefy Fresnela, determinowana przez
odleglo$¢ pomiedzy punktami Py oraz Py, jest zdecydowanie wieksza niz w sy-
tuacji, w ktérej odslonieta jest cala przestrzen (odleglo$¢ pomiedzy punktami
PoiPs).
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(badz plamka Arago). Istnienie tej plamki mozna do$é prosto wyttumaczy¢,
poshugujac sie teoria stref Fresnela, bowiem umieszczenie przedmiotu na drodze
wiazki powoduje zastoniecie szeregu stref Fresnela. Jednakze zewnetrzne strefy
pozostaja odsloniete i moga wnosi¢ swoj wklad do powstajacego obrazu. Wiel-
kosé tego wkladu zalezy od tego, jak duzo stref Fresnela zostalo zastonietych.
Im wyzszy jest bowiem rzad strefy Fresnela, tym mniejsza jest réznica ampli-
tud fal pochodzacych z dwoch kolejnych stref, a co za tym idzie, tym lepsze
jest ich wzajemne kompensowanie sie. Wida¢ to wyraznie na spirali pokazanej
na rys. 7.4. Dlatego tez dla obiektéw, ktére maja wicksze rozmiary, plamka
Poissona jest prawie niewidoczna, za to dla malych obiektow jest ona wyraznie
widoczna na obszarze cienia.

Dygresja

Opisana powyzej teoria stref Fresnela zostala zaproponowana w odpowie-
dzi na konkurs ogloszony przez Francuska Akademie Nauk, ktorego celem
bylo wyjasnienie dyfrakcji swiatta. Wychodzac od zatozenia o falowej natu-
rze Swiatla, Augustin Fresnel (pracujacy jako inzynier przy budowie latarni
morskich) zaproponowal wyjasnienie tego procesu jako skutku nakladania
sie¢ przyczynkéw od poszczegdlnych fal wtérnych. Propozycja ta wywo-
tata jednak szereg kontrowersji i napotkata szczegolnie silny opor ze strony
Siméona Poissona (1781-1840), ktéry uwazal, ze prowadzi ona do ,absur-
dalnych” wnioskéw. Szczegélnym ich przykladem miatoby by¢ istnienie
jasnego punktu w érodku cienia rzucanego przez nieprzezroczysty obiekt.
Poisson nie przeprowadzit jednak eksperymentu, ktéry mégltby zdyskredy-
towac teorie Fresnela. Eksperyment taki zrealizowal natomiast Francois
Arago (1786-1853), dowodzac, ze rzeczywiscie w $rodku cienia niewielkich
obiektow widoczny jest jasny punkt. Istnienie tego punktu jest dzi$ koron-
nym argumentem potwierdzajacym poprawnosé teorii stref Fresnela, a sam
jasny punkt widoczny w cieniu nazywany jest dos¢ przewrotnie plamka
Poissona.

Warto réwniez wspomnie¢ o wybitnym zmysle inzynieryjnym Fresnela,
ktéry swoj geniusz naukowy przetozyl na zastosowania praktyczne. Choé
zastynal on z matematycznego opisu falowej natury $wiatta i zjawisk dy-
frakcyjnych, jego najstynniejszy wynalazek — zastosowana po raz pierwszy
w 1822 roku soczewka do latarni morskich — opiera sie¢ na znacznie prostszej
optyce geometrycznej. Fresnel zauwazyl, ze za zalamanie Swiatta odpowia-
daja wylacznie krzywizny powierzchni soczewki, a nie jej wewnetrzna masa
czy nawet catkowita grubosé (rys. 7.5). Pozwolilo to na stworzenie so-
czewki o budowie schodkowej, podzielonej na koncentryczne pierscienie, z
ktorych usunieto zbedng grubo$é materiatu. Dzieki temu wyeliminowano
koniecznos¢ budowania poteznych, niepraktycznych soczewek, otwierajac
mozliwo$¢ wykonania cienkiej i lekkiej optyki wielkoformatowej. Taka kon-
strukcja sprawia, ze znacznie tatwiej osiagnaé dobra jednorodnosc szkta, a
sama soczewka jest zdecydowanie 1zejsza, co utatwia jej montaz w latarni.
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Rysunek 7.5: Poréwnanie klasycznej soczewki z soczewka Fresnela, ktora dziata
w identyczny sposob, ale wolna jest od szeregu problemow soczewki klasyczne;j.

Fala ptaska

Py P, P,
Przestona d,|d/d,

E

Rysunek 7.6: Schemat analizy dyfrakcji przy pomocy stref Fresnela dla fali
plaskiej padajacej na pdlplaszczyzne.

7.1.4 Ugiecie na krawedzi nieprzepuszczalnej pdlptaszczy-
zny

Podobne rozwazania do tych przeprowadzonych powyzej dla przestony o apertu-
rze kotowej mozna przeprowadzi¢ dla nieprzezroczystej potplaszczyzny o ostrej
krawedzi, o$wietlanej fala plaska (rys. 7.6). Rozwazmy punkt obserwacji E znaj-
dujacy sie dokladnie na granicy geometrycznego cienia. W takim przypadku
wewnetrzng krawedz pierwszej strefy Fresnela wyznacza punkt Py, ktory znaj-
duje sie na krawedzi pélplaszczyzny (w odleglosci I od ekranu), oraz punkt Py,
wzgledem ktérego odleglosé do punktu E jest dtuzsza o A/2 (precyzyjniej nie sa
to punkty, a linie, gdyz uktad posiada symetri¢ translacyjna w kierunku krawe-
dzi pélplaszczyzny). Odleglo$é zewnetrznej granicy kazdej kolejnej strefy moze
by¢ wyznaczona geometrycznie, przyjmujac, ze réznica drég optycznych miedzy
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kolejnymi krawedziami a punktem E jest réwna A/2. Zakladajac, ze plaszczyzna
jest prostopadla do wektora falowego fali padajacej, mozna obliczy¢ polozenie
zewnetrznej granicy d,, kolejnej strefy Fresnela:

2 A 2 2
dpy = (L+m3) — 1 (7.7)

co z dokladnoscia do wyrazu proporcjonalnego do A? daje:
dm = VImA. (7.8)

Poniewaz krawedzie stref Fresnela zorientowane sa réwnolegle do krawedzi p6l-
plaszczyzny, powierzchnie kolejnych stref determinowane sa przez ich szerokosci
(Adm =dpm — dm—l)-

dy:(do—dy):(ds—dy):---=1:(v2—=1):(V3=V2):..., (7.9)

gdzie znak : oznacza stosunki odpowiednich dtugosci. W oparciu o te relacje
mozna zauwazy¢, ze pola kolejnych stref Fresnela (paséw) szybko maleja wraz
z oddalaniem sie od krawedzi ptaszczyzny. Oznacza to, ze dlugo$é wskazdw
od kolejnych stref maleje duzo gwaltowniej niz dla apertury kotowej (gdzie pola
stref byly w przyblizeniu stale). W przypadku podziatu stref Fresnela na kolejne
podstrefy réznigce sie droga optyczna o A/(2m,), gdy m, — 0o, otrzymujemy
charakterystyczna strukture wskazowa zwana spirala Cornu (Marie Alfred
Cornu 1841-1902) (rys. 7.7).

Analizujac rys. 7.7, mozna zauwazy¢, ze w przypadku gdy péiplaszczyzna
»zamyka” lewa strone przestrzeni, wektor poprowadzony od punktu 0 do punk-
téw Py, Po, P3 itd. odpowiada amplitudzie wypadkowej fali rejestrowanej w
punkcie E, gdy odslonieta jest odpowiednio pierwsza, druga, trzecia itd. strefa
Fresnela. Gdy otwarta jest cala plaszczyzna (z prawej strony), amplitude fali w
punkcie E determinuje odlegtoé¢ 0F, . Podobnie, jezeli péiplaszczyzna na lewo
od krawedzi jest otwarta, wowczas odleglo$é pomiedzy punktem 0 oraz punk-
tami Ry, Rs, Rs, ... odpowiada amplitudzie wypadkowej fali, gdy otwarte
sa kolejne strefy Fresnela po lewej stronie, zaé gdy otwarta jest cala lewa pol-
plaszczyzna, to amplitude determinuje diugoéé odcinka 0F_. W koricu, gdy
brak jest jakiejkolwiek przeszkody (otwarta jest cala przestrzen), amplituda fali
niezaburzonej determinowana jest przez dlugosé¢ odcinka F_ Fy. Spirala Cornu
pozwala takze obliczy¢ wiele przypadkéw, w ktérych wiazka Swiatta podzielona
jest szeregiem szczelin o okreslonych szerokosciach.

Rysunek 7.8 przedstawia zalezno$é¢ wypadkowej amplitudy swiatla w funkcji
polozenia na ekranie przystonietym plaszczyzna o krawedzi w punkcie 0. Jak
widaé¢, wraz z oddalaniem si¢ w strong ekranu nieostonigtego podiplaszczyzna
(w obszar o$wietlony) obserwowana jest oscylacyjna fluktuacja amplitudy. W
przypadku gdy poruszamy sie¢ w strone przeciwna (w obszar geometrycznego
cienia), nastepuje monotoniczny spadek amplitudy do zera. Wynika z tego, ze
na krawedzi pélplaszczyzny pole rézni sie znaczaco od zera — jego amplituda
wynosi potowe amplitudy fali niezaburzonej.
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R2

Rysunek 7.7: Spirala Cornu, krzywa na plaszczyznie zespolonej uzywana do
graficznego wyznaczania wypadkowej amplitudy pola w problemach dyfrakcji
na elementach o krawedziach prostoliniowych.
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Amplituda wypadkowa pola

0
Pozycja

Rysunek 7.8: Wypadkowa amplituda pola elektrycznego swiatla padajacego na
ekran ostoniety pédiplaszczyzna w funkeji polozenia na ekranie. Punkt 0 oznacza
miejsce znajdujace sie dokladnie pod krawedzia pdlplaszczyzny (granice geome-
trycznego cienia).

7.1.5 Ograniczenia metody stref Fresnela

Metoda stref Fresnela, o ile daje dobra zgodno$¢ dla wielu przypadkow prak-
tycznych, ma jednak szereg powaznych ograniczen. Jednym z najpowazniejszych
jest brak naturalnej mozliwosci wyznaczenia amplitudy fali w funkcji kierunku
propagacji Swiatta. Zaleznos¢ czynnika nachylenia musiata zostaé przez Fresnela
zapostulowana catkowicie sztucznie, aby wyeliminowa¢ niefizyczna fale propagu-
jaca sie wstecz, ktérej powstawania pierwotna zasada Huygensa nie wykluczala.

Drugim fundamentalnym problemem jest fakt, ze metoda Fresnela nie po-
zwala na obliczenie poprawnej fazy fali wypadkowej. Zsumowanie przyczynkéw
od poszczegdlnych stref generuje fale przesunieta w fazie doktadnie o 7/2 (éwieré
okresu) wzgledem fali pierwotnej. Aby wynik zgadzal sie z rzeczywistodcia, Fre-
snel musial poczynié¢ kolejne zatozenie ad hoc: uznal, ze wtorne Zréodla emituja
fale z poczatkowym wyprzedzeniem fazowym /2. Choé¢ w wielu do$wiadcze-
niach (gdzie detektory rejestruja jedynie usrednione w czasie natezenie) faza nie
odgrywa kluczowej roli, to z punktu widzenia rygoru teoretycznego stanowito
to istotny mankament.

Obydwie te teoretyczne ,laty” znajduja swoje rygorystyczne, matematyczne
uzasadnienie dopiero przy pomocy bardziej $cistej teorii dyfrakcji bazujacej na
calkach Kirchhoffa.
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7.2 Teoria dyfrakcji Kirchhoffa
7.2.1 Twierdzenie calkowe Helmholtza-Kirchhoffa

Teoria dyfrakcji Kirchhoffa pozwala na rygorystyczne sformulowanie zasady
Huygensa-Fresnela, opierajac sie bezposrednio na réwnaniu falowym. Zamiast
heurystycznego sumowania fal wtérnych, metoda ta wykorzystuje twierdzenie
catkowe do powigzania amplitudy pola $wietlnego w dowolnym punkcie prze-
strzeni z warto$ciami tego pola na otaczajacej ten punkt powierzchni zamkniete;j.

Aby wyznaczy¢ zaburzenie optyczne w dowolnym punkcie obserwacji P, wol-
nym od zrédel $wiatla, skorzystamy z twierdzenia Greena (George Green,
1793-1841):

oG ou

7{ (U - G) da = / (UV?G — GV?U) dv, (7.10)
S 3n 311 s

gdzie rézniczkowanie odbywa sie wzdluz kierunku normalnego do powierzchni

zamknietej S, za§ U = U(r) oraz G = G(r). Wybierzmy teraz funkcje U i G w
taki sposob, aby:

eikr
Glr) == (7.11)
U(r) = E(r),

gdzie funkcja E(r) zostala wybrana tak, aby spelniala réwnanie Helmholtza w
przestrzeni pozbawionej zrédel (dla pewnej ustalonej liczby falowej k). Z ko-
lei jako funkcje G(r) przyjeto fale sferyczna, w ktdrej r oznacza odleglosé od
wybranego punktu obserwacji P. Funkcja ta jest matematycznym narzedziem
pomocniczym (tzw. funkcja Greena), ktére celowo konstruujemy tak, aby réw-
niez spelniato réwnanie Helmholtza z dokladnie ta sama liczbg falowa k wszedzie
poza punktem P (r = 0), w ktérym posiada osobliwo$¢. Podstawiajac wyrazenia
na U(r) i G(r) do réwnania (7.10), otrzymujemy:

ikr ikr ikr ikr
% [Ea (6 ) e aE] da:/ [Ev2 (e > _¢ VQE} dv, (7.12)
sl On\ r r on v r r

gdzie na potrzeby bardziej kompaktowego zapisu opusciliSmy jawna zaleznoéé
FE od r. Po skorzystaniu z faktu, ze obie funkcje spelniaja to samo jednorodne
réwnanie Helmholtza wewnatrz objetosci V (V2E = —k?FE oraz V2G = —k*G,
skad wynika, ze E(—k?’G) — G(—k*E) = 0), prawa strona tozsamosciowo sie
zeruje 1 otrzymujemy:

o eikr eikr OE
}é [Ean (T> - 371} da = 0. (7.13)

Poniewaz réwnanie (7.13) musi by¢ spelnione dla dowolnej powierzchni za-
mknigtej niezawierajacej osobliwoéci, otoczmy punkt obserwacji P dwiema po-
wierzchniami: duza powierzchnia Sy oraz znajdujaca sie w jej wnetrzu sferg, Sy
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Rysunek 7.9: Dwie powierzchnie S; i So otaczajace punkt obserwacji P. W
dowolnym punkcie lezacym na powierzchni So normalna skierowana jest na ze-
wnatrz, podczas gdy na sferze S; skierowana jest do srodka.

o promieniu r (i sSrodku w punkcie P) (rys. 7.9). W takim przypadku catkowita
powierzchnia to S = S + S2, wiec mozemy zapisaé:

‘%* |:Ea (eikr) B eikraE] da — _% |:Ea (eikr> B 1kr 8E:| da
s, L On \ 7 r On s, L On \ 7 r on

(7.14)
gdzie normalna do powierzchni sfery S; zostala wybrana do wewnatrz (zgodnie
z konwencja, wektor normalny do powierzchni zamknigtej musi by¢ skierowany
na zewnatrz ograniczanej objetosci V', co w przypadku wewnetrznej sfery S
oznacza zwrot do jej srodka).

Celem naszych obliczen jest wyznaczenie pola w punkcie P. Dlatego tez
chcemy, aby punkt ten byl otoczony infinitezymalnie mala powierzchnia, tzn.
aby r — 0. Wprowadzajac sferyczny uktad wspélrzednych i zauwazajac, ze
z powodu orientacji wektora normalnego do wewnatrz sfery zachodzi relacja

8% = f%, mozemy zapisac:

o eikr 1kraE
_%Sl [E8n< r )_ r (“)n} da

7.15
. 2w o7 o ezkr zkr OF ( )
= lim El——— |- r? sin 6 d6 do.
=0 Jo  Jo or r roor
Obliczajac catke w powyzszym réwnaniu, otrzymujemy:
) 27 kr zkr OFE
}51(1) / { (87" " )— — ]r sin 6 df d¢
eikr eikr OF
=47 i k E—r——
=l [ ( EEER ) " 87"] (7.16)

. OF
=A4r hm { et 4 zkre””’) E - re“”aa]
,

= —4nE(P
gdzie drugi i trzeci wyraz w przedostatniej linii sa réwne zero z uwagi na mnoze-

nie przez r, podczas gdy pierwszy wyraz redukuje siec do —F(P). Korzystajac z
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Rysunek 7.10: Przeslona z apertura.

powyzszego réwnania, jesteSmy w stanie wyznaczy¢ pole w punkcie obserwacji,
ktére dane jest zaleznoScia:

1 eikr OFE o eik:r

Z réwnania tego wynika, ze znajac wartos¢ pola elektrycznego fali oraz jego po-
chodnej normalnej we wszystkich punktach na dowolnej powierzchni zamkniete;j
So, mozemy obliczy¢ wartoé¢ pola w rozpatrywanym punkcie P. Relacja ta nosi
nazwe twierdzenia calkowego Helmholtza-Kirchhoffa i stanowi ona pod-
stawe skalarnej teorii dyfrakcji.

7.2.2 Amplituda fali w punkcie za przestong

Obliczmy teraz amplitude fali w punkcie Py znajdujacym si¢ za nieprzezroczy-
stym ekranem z apertura (rys. 7.10). Wartosé tego pola mozna wyznaczy¢ z
réwnania (7.17), przy czym zamknieta powierzchnia S, ktéra otoczony jest ten
punkt, sklada si¢ z dwdch czedci: plaszezyzny zlicowanej z ekranem wraz z prze-
stong oraz czedci sfery o promieniu R odcietej ta plaszczyzng. W konsekwencji
catka z réwnania (7.17) rozdziela si¢ na sume dwdéch calek.

Zajmijmy sie najpierw caltka po czesci sferycznej. Na powierzchni sfery wek-
tor normalny n pokrywa sie z kierunkiem promienia r, co oznacza, ze 9/0n =
0/0r. Obliczajac pochodna radialna funkeji kulistej otrzymujemy:

o eikr ik@ikTT _ eikr eik'r ) 1
L ey P R

Zakladajac, ze promien sfery R jest znacznie wickszy od dtugosci fali, czton 1/R
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staje si¢ zaniedbywalny. Zatem na powierzchni sfery (r = R) mozemy przyjaé:

o eikr ) eikR

Poniewaz calkowanie po powierzchni sfery sprowadza sie do sumowania po
zmiennych katowych, odleglosé od srodka ukladu jest na niej z definicji stala i
wynosi R. Czynnik exp(ikR)/R jest wiec niezalezny od zmiennych catkowania i
moze zosta¢ wylaczony przed znak calki. Biorac to pod uwage, dla czesci sfery
otrzymujemy:

eikr OFE o eikr eikR OF
= _p— = — —1kE . 2
L5 e ()| a5 (5 e a0

Zgodnie z tzw. warunkiem promieniowania Sommerfelda, ktéry zaklada, ze w
nieskonczonoéci nie ma zrédel emitujacych fale z powrotem do uktadu, wyraze-
nie podcatkowe w réwnaniu (7.20) dazy do zera, gdy R — oco. Oznacza to, ze
wktad od czesci sferycznej znika, a pole w punkcie Py zalezy wylacznie od calki
po plaszczyznie ekranu i apertury. W celu rozwiazania tego problemu Kirchhoff
przyjal dwa zalozenia (tzw. warunki brzegowe Kirchhoffa):

1. Pole E oraz jego pochodna OE/On w obszarze apertury przyjmuja takie
same wartoéci, jakie miatyby w przypadku braku przestony.

2. Na nieo$wietlonej (nieprzezroczystej) czesci przestony zaréwno pole, jak i
jego pochodna tozsamosciowo znikaja, tzn. E = 0 oraz OE/On = 0.

Przyjecie tych dwéch zalozen pozwala na rozwigzanie problemu dyfrakcji w ra-
mach tzw. przyblizenia Kirchhoffa. Warto w tym miejscu zwrécié jednak
uwage, ze powyzsze zalozenia nigdy nie sa catkowicie spelnione. W rzeczywisto-
Sci bowiem na krawedzi apertury spelnione musza by¢ Sciste warunki brzegowe
wynikajace z teorii elektromagnetyzmu. Dodatkowo, jak pokazaliémy w przy-
padku metody stref Fresnela, cieni geometryczny za przestona nigdy nie jest
idealnie ostry na skutek ugiecia fal na jej krawedziach. Niemniej jednak, jesli
rozmiary apertury sg znacznie wigksze od dlugosci fali, to przyblizenie Kirch-
hoffa jest dobrze spelnione.

Wréémy do analizy calki po powierzchni ptaskiej. Zgodnie z przyblizeniem
Kirchhoffa, pole na nieprzezroczystej czeéci ekranu znika. Wynika stad, ze ob-
szarem, w ktorym nalezy policzy¢ pole, jest obszar apertury. Zauwazmy, ze
rozniczkowanie wzdluz kierunku normalnego odpowiada obliczeniu pochodnej
kierunkowej. Poniewaz rozpatrywana funkcja zalezy wylacznie od odleglosci
radialnej 7, jej gradient jest réwnolegly do wektora wodzacego r. Rzutowanie
tego gradientu na wektor normalny n z definicji iloczynu skalarnego wprowadza
czynnik w postaci cosinusa kata pomiedzy tymi dwoma wektorami, wobec czego
otrzymujemy:

o (etrr or 0 [e*r itk 1N\
i (7’) = o5 (T> = (T — 7'2) e cos[<(r, n)]. (7.21)
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Zakladajac, ze rozmiary obiektéw, na ktérych dochodzi do dyfrakeji, sa zna-
czaco wieksze od dlugosci fali (przyblizenie optyczne), réwnanie (7.21) mozna
przyblizy¢ przez:

( — ) ek cos[<t(r,n)] ~ ?e“" cos[<(r,n)]. (7.22)

Wstawiajac réwnania (7.20), (7.21) oraz (7.22) do réwnania (7.17), otrzymu-
jemy wzér na amplitude fali elektromagnetycznej w punkcie Py o wspolrzednych

(z,y,2):

ikr
E(z,y,z) = %/ er {gf —ikFE cos[<(r,n)]| da, (7.23)
ap

gdzie r jest wektorem laczacym element powierzchni przestony da z punktem
Py.

7.2.3 Apertura oswietlana falg ptaska

Ostatnim krokiem, ktéry pozwala wyprowadzié¢ jawng postaé amplitudy pola w
punkcie Py, jest przyjecie zalozenia co do rodzaju fali padajacej na przestone.
W najprostszym przypadku mozemy zalozy¢, ze jest nia fala plaska w postaci
E(z) = E(()Jr)e““z. W takim przypadku:

OFE 0z 0F

= h g = ikESD ™ (1) = —ikE, (7.24)

gdzie znak minus wynika z faktu, ze kierunek propagacji fali i wektor wodzacy
wychodzacy z punktu Py sa przeciwnie zorientowane. Podstawiajac réwnanie
(7.24) do réwnania (7.23) oraz wykorzystujac relacje k = 27/, otrzymujemy:

E(z,y,z) =

iEé'H/ e 1 + cos[<(r, n)] da. (7.25)
ap

A r 2

Czynnik —i pojawiajacy sie przed calka informuje o przesunieciu fazowym (o
—m/2), do jakiego dochodzi podeczas dyfrakcji fali wtérnej wzgledem fali pier-
wotnej. Wyrazenie zawierajace cosinus jest przywolywanym przez nas juz wcze-
$niej czynnikiem nachylenia, ktory definiuje asymetrie emisji z wtérnych zrédel
Swiatta.

Roéwnanie (7.25) moze zosta¢ réwniez przepisane do postaci z wykorzysta-
niem zmiennych kartezjanskich. W takim przypadku pole elektryczne w do-
wolnym punkcie Py opisanym przez zestaw wspélrzednych (x,y,z) dane jest
zaleznodcia:

E(+) ikrl
SUPRIE - ST TS PRV [
ap
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Dykrakcja
Kirchhoffa

Rysunek 7.11: Poréwnanie amplitudy fali emitowanej w okreslonym kierunku,
oznaczanej jako odlegloéé odpowiedniej krzywej od srodka ukladu wspotrzed-
nych, dla dyfrakcji Kirchhoffa (krzywa pomarariczowa) i Huygensa (krzywa nie-
bieska).

gdzie

r=V(z =22+ (y—y)?+ 22 (7.27)

za$ sama apertura umieszczona jest w plaszczyznie 2/ = 0.

Rysunek 7.11 poréwnuje dyfrakcje Kirchhoffa z klasyczna dyfrakcja Huy-
gensa. Najwazniejsza réznica polega na zmodulowaniu amplitudy emitowanej
fali w funkcji kata emisji. Nalezy w tym miejscu wyraznie podkresli¢, ze anali-
zowane krzywe reprezentujg wytacznie czynnik nachylenia okreslajacy zaleznosé
kierunkowa amplitudy, a nie ksztalt frontu falowego. Same fale wtérne w obu
modelach pozostaja falami sferycznymi, co oznacza, ze ich powierzchnie stalej
fazy sa kulami rozchodzacymi sie od zrédila. Jak widaé¢, w klasycznym mo-
delu Huygensa amplituda fali wtérnej jest izotropowa — taka sama w kazdym
kierunku na danym froncie sferycznym. W teorii Kirchhoffa rozklad natezenia
na tym sferycznym froncie nie jest juz jednorodny. Najwieksza amplitude ma
fala propagujaca sie wzdtuz pierwotnego kierunku fali padajacej. Amplituda fal
wtornych spada wraz ze zwiekszaniem si¢ kata pomiedzy pierwotnym kierun-
kiem propagacji a kierunkiem dyfrakcji, spadajac do zera dla fali emitowanej w
tyl. Wynik ten formalizuje wezesniejsza intuicje Fresnela, ktéry postulowal ko-
niecznos¢ zmodulowania amplitudy fali wtérnej, aby wyeliminowaé niefizyczny
problem powstawania fali wstecznej o natezeniu réwnym fali biegnacej w przod.
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Ekran z
przestong

Rysunek 7.12: Dyfrakcja Kirchhoffa na aperturze o$wietlanej fala sferyczna.

7.2.4 Apertura oswietlana falg sferyczna

Analogiczne rozwazania mozna przeprowadzi¢ dla sytuacji, w ktérej przestona
oéwietlona jest fala sferyczna ze Zrédla umieszczonego w punkcie Z znajdujacym
sie przed przestong (rys. 7.12). W takim przypadku pole elektryczne w punkcie
P.p lezacym w plaszczyznie przestony dane jest zalezno$cia:

ikr,
E(P,,) = EP S (7.28)
Tap
gdzie 7, jest odlegloscia od Zrédta Z do punktu P,, nalezacego do apertury.
Zauwazajac, ze dla wektora wodzacego r,, skierowanego od apertury do zZrédta
zachodzi relacja
Orap
on
otrzymujemy, stosujac ponownie przyblizenie optyczne (zaniedbujac bardzo szybko
malejace czlony rzedu 1/77,):

= — cos[<((rap, n)], (7.29)

ikrap

OF _ ippihe

on 0 Tap
Wstawiajac te pochodna (oraz analogiczne przyblizenie pochodnej dla zmien-
nej r) do réwnania (7.23), otrzymujemy ostateczny wzdér na amplitude fali w
przypadku dyfrakcji na przestonie oswietlanej fala sferyczna:

cos[<(rap, n)]. (7.30)

E(Py) = — da. | (7.31)

iE(()+)/ R (rH7ap) cos[<(r, n)] + cos[<(Tap, n)]
A ap  TTap 2

Otrzymany wynik stanowi pelne sformulowanie calki dyfrakcyjnej Fresnela-
Kirchhoffa dla punktowego zrédla $wiatla. Wyeksponowany pod calks czynnik
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nachylenia jest w tym przypadku symetryczny wzgledem wektoréw kierunko-
wych padania (r,p,) oraz ugiecia (r). Ta matematyczna symetria stanowi bez-
posrednie odzwierciedlenie optycznego twierdzenia o wzajemnosci Helmholtza,
ktore gwarantuje fizyczna odwracalno$é¢ biegu promieni $wiatla — zamiana miej-
scami punktu zrédlowego Z i punktu obserwacji Py nie wplynie na wartosé
rejestrowanej amplitudy pola.

7.2.5 Problem obliczen dyfrakcji Kirchhoffa

Mimo ze catka we wzorze dyfrakcyjnym Fresnela-Kirchhoffa przyjmuje stosun-
kowo zwarta postac, jej Sciste analityczne rozwiazanie jest w wielu przypadkach
praktycznie niemozliwe. Nawet w przypadku przyblizenia, w ktérym pomijamy
czynnik nachylenia warunkujacy katowa zaleznoéé¢ amplitudy, tzn. gdy zakla-
damy, ze Cos[q(r’n)]zcos[q(rap’n)] ~ 1, obliczenie calki czesto bywa niezwykle
zlozone matematycznie. Dlatego tez konieczne staje si¢ zastosowanie dalszych
przyblizen, ktére — cho¢ ograniczaja ogbélnosé opisu — pozwola na znaczne
uproszczenie wyrazenia podcatkowego i analityczne wyznaczenie rozktadu pola
w okreslonych rezimach propagacji (co prowadzi bezposrednio do dyfrakeji Fre-
snela oraz Fraunhofera).

7.3 Rezimy dyfrakcyjne

Punktem wyjscia dla opisu zjawisk dyfrakcyjnych jest teoria Kirchhoffa, ktéra
w przyblizeniu optycznym definiuje funkcje pola elektrycznego fali wtérnej za-
leznodcia:

eik‘r

E(z,y,z) x cos[<(r,n)]. (7.32)

Analityczne rozwiazanie tej zaleznosci dla dowolnych odleglosci jest niezwykle
zlozone. Jednak wprowadzajac rygor geometryczny wynikajacy z odleglosci
ekranu z od apertury, mozemy wyodrebni¢ dwa kluczowe rezimy przyblizone:
pole bliskie (dyfrakcje Fresnela) oraz pole dalekie (dyfrakcje Fraunhofera).

7.3.1 Przyblizenie Fresnela (Pole bliskie)

Dla obrazéw dyfrakcyjnych odlegltych od apertury o dystans znacznie wiekszy
od jej charakterystycznych rozmiaréw, tj. gdy 22 > (v — 2/)? + (y — /)2,
odlegto$¢ r pomiedzy punktem na aperturze a punktem na ekranie mozemy
rozwing¢ w szereg Taylora. Przyjmujac przyblizenie przyosiowe (paraksjalne),
z dokladnoscia do wyrazéow kwadratowych, otrzymujemy:

r=y(z—2)2+{y—y)>2+2°
:Z\/1+ (ﬂc—m’)Q;(y—y’)2
(z—2)+(y—-y)*
2z

(7.33)

~ z 4+
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W tym rezimie przyjmujemy réwniez, ze kat ugiecia jest na tyle maly, iz cos[<((r, n)| ~
1. Pozwala to przeksztalci¢ ogdlne rownanie Kirchhoffa do postaci opisujacej
dyfrakcje Fresnela:

ieikzeiﬁ(x2+y2)
E(l‘7 Y, Z) -

Az
% // E({E/, y/’ 0)6i£($/2+y/2)e_7;§(wz/"’_yy/)dx/dy/.
ap

(7.34)
Obraz dyfrakcyjny w tym obszarze nazywamy obrazem pola bliskiego. Cha-
rakteryzuje sie on tym, ze niesie ze soba bezposrednie informacje o ksztalcie
przedmiotu. Obraz ten odtwarza geometrie apertury, choé¢ wraz z oddalaniem
sie od niej ulega stopniowej ewolucji i przestrzennym oscylacjom natezenia.

7.3.2 Przyblizenie Fraunhofera (Pole dalekie)

Mimo poczynionych uproszczen, réwnanie (7.34) wciaz czesto wymaga metod
numerycznych ze wzgledu na obecno$é¢ czlonu kwadratowego w wykladniku
funkcji podcatkowej. W sytuacjach, gdy odlegto$¢ z jest na tyle duza w sto-
sunku do maksymalnych rozmiaréw apertury, ze spelniony jest warunek z >

g(.’lﬁl 2 + 4'?) max, mozemy przyjaé¢ dalsze uproszczenie fazy:

R4y

T AL (7.35)

Woéwezas wzér (7.34) przyjmuje znacznie prostsza postaé opisujaca dyfrakcje
Fraunhofera (Joseph von Fraunhofer 1787-1826):

Z’eikz €i% (z2+y?)

E(w,yﬂ) = — — // E(x/7y/70>e—i§(wm’+yy/)dx/dy/.
ap

(7.36)
Jest to rezim pola dalekiego. Usuniecie czlonu kwadratowego ze wspolrzed-
nymi apertury (2’,y’) pod calka zdecydowanie zwieksza szanse na znalezienie
rozwiazania analitycznego. Zauwazmy, ze calka ta jest w istocie dwuwymia-
rowa odwrotna transformata Fouriera rozkladu amplitudy pola na aperturze
E(2',y’,0), gdzie zmienne kx/z i ky/z pelnia role dwoch czestotliwosci prze-
strzennych. W tym rezimie rejestrowany obraz nie przypomina juz geometrycz-
nego zarysu przedmiotu (jak ma to miejsce blisko apertury), lecz jest bezposred-
nig wizualizacja jego widma czestotliwosci przestrzennych. Struktura obrazu
dyfrakcyjnego jest zatem w pelni zdeterminowana przez przedmiot, podczas
edy wladciwosci osrodka (poprzez dlugosé fali \) oraz odleglo$é od ekranu z
decyduja wylacznie o jego przestrzennej skali.
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7.3.3 Ewolucja obrazu dyfrakcyjnego

Przejscie migdzy polem bliskim a dalekim ma fundamentalng nature fizyczna.
Jak przedstawiono na rys. 7.13, blisko przestony obraz odtwarza jej ksztalt z wi-
docznymi, drobnymi zafalowaniami. W miare oddalania sie od apertury, wptyw
dyfrakcji na krawedziach narasta, az do osiagniecia obszaru pola dalekiego. W
tym obszarze obraz przestaje by¢ definiowany bezpos$rednio przez poczatkowy
geometryczny ksztalt przedmiotu, a zaczyna zaleze¢ od jego widma czestotliwo-
Sci przestrzennych. Wraz z dalszym oddalaniem sie, struktura obrazu nie ulega
juz zmianie, a nastepuje jedynie jego proporcjonalne przeskalowanie.

Przestona _ 7
| S %
Pole bliskie Pole przeiéciowe Pole dalekie
d<n2 Prze] ey

Rysunek 7.13: Zmiana obrazu dyfrakcyjnego wraz z oddalaniem sie od szcze-
liny jednowymiarowej. Blisko przestony obraz dyfrakcyjny odtwarza ksztalt
przestony z drobnymi zafalowaniami. Obraz ulega ewolucji wraz z rosnacym
dystansem i w polu dalekim osigga ksztalt, ktéry strukturalnie nie ulega juz
zmianie, a modyfikacji ulega jedynie jego skala.

7.4 Dyfrakcja swiatla na ré6znych obiektach

Skoro ustaliliémy juz, ze obraz w rezimie Fraunhofera stanowi wizualizacje
widma czestotliwosci przestrzennych apertury, przeSledzmy teraz to zjawisko
na przykladzie kilku podstawowych geometrii. Zanim przejdziemy do szcze-
gotowych wyprowadzen, nalezy podkresli¢, ze o ostatecznym charakterze ob-
serwowanego obrazu decyduje przede wszystkim stosunek charakterystycznego
wymiaru obiektu (np. szerokosci apertury D) do dlugoéci fali uginanego $wia-
tla A. To ten parametr okresla, w jakim stopniu zjawiska falowe determinuja
rozktad przestrzenny natezenia. W skrajnym przypadku, gdy obiekt jest ma-
kroskopowy (D > )), dyfrakcja na jego krawedziach staje si¢ pomijalnie mala.
Przechodzimy wéwczas do rezimu optyki geometrycznej, w ktérym za przestona
obserwujemy po prostu ostry cien bez zauwazalnej struktury falowej.

Dla uproszczenia, we wszystkich ponizszych rozwazaniach bedziemy sie po-
rusza¢ w ramach omoéwionego wczeéniej przyblizenia pola dalekiego.

7.4.1 Ugiecie §wiatla na szczelinie jednowymiarowej

Rozwazmy Swiatto padajace na nieprzezroczysta, nieskoniczona przestone, w kté-
rej wycieto (quasi)jednowymiarowa szczeline o szeroko$ci D umieszczona syme-
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trycznie wzgledem punktu ' = 0 (rys. 7.14). W przypadku dyfrakeji Fraun-

Rysunek 7.14: Ugiecie $wiatla na jednowymiarowej aperturze o szerokosci D.

hofera, amplituda pola elektrycznego, emitowanego z infinitezymalnie malego
fragmentu przeslony dy’, obserwowana na ekranie w punkcie P, dana jest zalez-
noscia

dyf |
dE = L gD eirr, (7.37)
T

gdzie ESH jest amplituda fali padajacej, zas r jest odlegltoscia pomiedzy zZrodtem
fali wtérnej w punkcie 3’ oraz punktem P na ekranie. Odleglo$é r mozna wyrazié
przez odlegtoé¢ R. od srodka szczeliny do punktu P oraz kat 6, pod ktérym
punkt P widoczny jest ze Srodka szczeliny. W pierwszym przyblizeniu pola
dalekiego wyrazenie to przyjmuje postaé

r~ R, —y sin6, (7.38)

co pozwala zapisa¢ réwnanie (7.37) jako

dE ~ ﬂE(+) ik(Re—y’ sin ) (7 39)
~ g Fo e . .

Warto zauwazy¢, ze w réwnaniu tym przyblizylismy odlegtosé » w mianowniku
wyrazenia przez R., pomijajac nieistotny z punktu widzenia zmiany amplitudy
czlon —y’sinf. Tego samego przyblizenia nie mozemy jednak zastosowaé dla
funkcji eksponencjalnej, z uwagi na mnozenie odleglosci r przez wektor falowy
k, co prowadziloby do utraty kluczowych informacji o zmianie fazy. Caltkowita
amplitude pola Swietlnego w punkcie P obliczamy jako calke po calej szerokosci
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szczeliny

(+) ,D/2
E ~ EO / eik(Refy’ sinG)dyl
R, —D/2
(+) ihR efiky' sin 0 b2
c —iksinf
—D/2 (7.40)
~ e—ik(D/Q) sin@ __ eik(D/Q) sin 6
R, —iksin @
ESPD . sin (kD sin6)
et 5 .
R k5 sinf

— EO
R,

Korzystajac z ogdlnej definicji natezenia $wiatla w oérodku, I = ve|E|?/2, mo-
zemy zapisaC wyrazenie na natezenie $wiatta docierajacego do ekranu pod okre-
Slonym katem 6:

ve

2
: Eé+)D' (mﬂ)QZIm(smﬁ){ (7.41)

R. B B

gdzie Iax okresla maksymalne natezenie $wiatla w prazku centralnym (obser-
wowane na osi optycznej uktadu, tj. dla kata 6 = 0), natomiast 8 zdefiniowana
jest wzorem:

D
8= /4;5 sin 6. (7.42)

Rysunek 7.15 przedstawia wykres zaleznosci natezenia swiatta w funkcji kata 6
dla ugiecia na szczelinie jednowymiarowe;j.

Postugujac sie réwnaniem (7.41), mozemy teraz rygorystycznie okreslié¢ roz-
ktad natezenia swiatta w funkcji kata dla dwoch rozwazanych wczesniej skraj-
nych przypadkéw:

o dyfrakcja na waskiej szczelinie
W tym przypadku argument funkcji g = k% sinf = %sinﬂ jest mala
wielkoscia (D < A\/2). Wéwczas sin 8 & (3 i iloraz sin /8 ~ 1, co oznacza,
ze natezenie fali w kazdym kierunku ugiecia jest niemal identyczne, a
fala wtérna za otworem staje sie fala cylindryczng obserwowang daleko od
zrédla (stad identyczne oSwietlenie na ekranie).

o dyfrakcja na szerokiej szczelinie
Dla D > )\ argument [ szybko zyskuje duze wartosci wraz ze zmiana
kata. Funkcja sin /8 gwaltownie spada i ulega oscylacjom, co sprawia,
ze emisja jest silnie zmodulowana i wysoce kierunkowa, tworzac ukltad
maksiméw i miniméw, tak jak to pokazano na rys. 7.15.
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Rysunek 7.15: Dyfrakcja na szczelinie.

7.4.2 Ugiecie S§wiatla na otworze prostokatnym

Powyzej rozwazalismy przypadek ugiecia fali na nieskonczenie dtugiej szczelinie
jednowymiarowej. Zajmijmy sie teraz uogoélnieniem tego problemu dla dwuwy-
miarowego otworu prostokatnego o wymiarach D, i D,. W takim przypadku
elementarne pole dE od fragmentu apertury dz’dy’ obserwowanego na ekranie
w odlegloéci R, przyjmuje postacé:

/ !
dE ~ T o) g (7.43)
R
gdzie przyjeliSmy, ze amplituda maleje proporcjonalnie do 1/R.. W przyblizeniu
pola dalekiego odlegto$é w wyktadniku fazowym wynosi r ~ R, — x’sinf, —
y'sin6,,. Poniewaz granice calkowania dla prostokatnej apertury sa niezalezne,
podwéjna catka z réwnania (7.43) rozdziela si¢ na iloczyn dwdch niezaleznych
calek jednowymiarowych po kierunkach 2’ i y’. Prowadzi to ostatecznie do
wyrazenia na natezenie $wiatla na ekranie, ktére jest iloczynem dwdéch funkcji

typu sinc?:
. 2, . 2
1(04,0,) = Inmax <Snﬂlf$) (ﬁf“) : (7.44)

gdzie I, to maksymalne natezenie w centrum obrazu dyfrakcyjnego, a para-
metry B, i B, zdefiniowane sg jako:

Dy
6Z = k7 sin Qz,

(7.45)
D
By = k’Ty sin 6y,
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Rysunek 7.16: Dyfrakcja na otworze prostokatnym.

za$ 0, i 0, sa katami widzenia punktu obserwacji rzutowanymi odpowiednio na
plaszczyzny zz i yz.

Rysunek 7.16 przedstawia natezenie Swiatla obserwowanego na ekranie, gdy
wymiar pionowy szczeliny jest dwukrotnie wigkszy od poziomego. W obrazie
dwuwymiarowym wyraznie widoczna jest struktura krzyzowa powstala przez
ortogonalne nalozenie na siebie niezaleznych modulacji w kierunku x oraz y.

7.4.3 Ugiecie Swiatla na otworze okraglym

Obliczmy teraz natezenie fali $wietlnej ugietej na otworze kotowym o promie-
niu r,. Catkowita amplitude pola w punkcie P znajdujacym si¢ na ekranie
wyznaczamy, catkujac przyczynki dE pochodzace od poszczegdlnych elemen-
tow powierzchni przestony. 7 uwagi na obrotowa symetri¢ problemu, catke
najwygodniej jest zapisaé przy uzyciu wspélrzednych biegunowych (r';¢') na
aperturze. Element pola przyjmuje wéwczas postac:

N r'dr'd¢’

dE
R,

ESPetkr, (7.46)
W przyblizeniu Fraunhofera odlegloéé¢ r w wyktadniku fazowym przyjmuje po-
sta¢ r & R, — 1’ sinf cos ¢, gdzie 0 to obserwowany na ekranie kat ugiecia fali.
Podstawiajac to rozwiniecie do réwnania (7.46), wykonujac dwuwymiarowe cal-
kowanie po calej powierzchni otworu, a nastepnie przechodzac z amplitudy do
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Rysunek 7.17: Dyfrakcja na otworze kotowym.

natezenia (biorac kwadrat modulu pola), otrzymujemy rozklad dany réwnaniem:

2J1 (kg sin 9)]2 (7.47)

krq sin 6

16) = L [

gdzie Ji(u) to funkcja Bessela pierwszego rodzaju i rzedu pierwszego, pojawia-
jaca sie¢ jako matematyczny wynik calkowania czynnika fazowego po zmiennej
¢

Rysunek 7.17 obrazuje strukture powstajaca na ekranie w wyniku ugiecia fali
na otworze okraglym. Ze wzgledu na symetrie kotowa obraz dyfrakcyjny sklada
sie ze wspoélsrodkowych pierscieni (naprzemiennie jasnych i ciemnych) otaczaja-
cych jasny obszar centralny. Ten centralny pik, wewnatrz ktérego zogniskowane
jest okoto 84% calkowitej mocy $wiatta, nazywamy dyskiem Airy’ego. Ota-
czajace go pierécienie maja znacznie mniejsze natezenia. Przykladowo, maksi-
mum pierwszego pierscienia osiaga 1,75%, za$ drugiego juz tylko 0,42% wartosci
natezenia z centrum obrazu.

Aby obliczy¢ promien dysku Airy’ego, a co za tym idzie polozenie pierw-
szego minimum dyfrakcyjnego, nalezy zauwazy¢, ze funkcja Bessela Ji(u)
oscyluje, wielokrotnie powracajac do wartosci zerowych dla u ~ 3,83; 7,02; ....
Odpowiadajacy pierwszemu miejscu zerowemu warunek wygaszania przyjmuje
postag:

krqsinf =~ 3,83. (7.48)
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Przeksztalcajac to wyrazenie, otrzymujemy fundamentalna relacje okreslajaca
katowa wielko$¢ dysku:
0 ~ sinf = 0, 61i = 1,221, (7.49)
Ta D,
gdzie D, = 2r, jest catkowita Srednica apertury.

Rozpraszanie $wiatla powodowane skoriczona apertura czynna ukladu (up.
oprawa soczewki) sprawia, ze nawet Swiatlo z pojedynczego punktowego zrodia
bedzie widoczne na matrycy jako rozklad dany funkcja (7.47). Oznacza to, ze
kazdy obrazowany punkt ma skonczone wymiary przestrzenne, co determinuje
absolutna rozdzielczo$¢ instrumentéow optycznych.

7.5 Rozdzielczosé¢ uktadéw optycznych

Zastanéwmy sie teraz, jaka bedzie najmniejsza odlegltosé dwoch obiektéw punk-
towych, ktére bedziemy mogli wyraznie zobrazowa¢ na ekranie przy pomocy
uktadu optycznego. Zgodnie z kryterium Rayleigha, dwa obrazy pochodzace
od zrédel punktowych beda rozréznialne wtedy, gdy srodek obrazu dyfrakcyj-
nego (maksimum centralne) pochodzacego od pierwszego punktu pokrywa sie
z pierwszym minimum dyfrakcyjnym obrazu pochodzacego z drugiego punktu.
Przyktad obrazéw dyfrakcyjnych pochodzacych od dwéch Zrédel punktowych
pokazano na rys. 7.18.

Warto w tym miejscu zauwazy¢, ze kryterium Rayleigha, choé¢ umowne (w
praktyce mozna dokonaé jeszcze dokladniejszego pomiaru, wykorzystujac cho-
ciazby techniki superrozdzielcze), dostarcza prostej i intuicyjnej interpretacji
granicy rozdzielczo$ci, ktérg mozna osiggnaé¢ w klasycznym obrazowaniu.

Na podstawie réwnania (7.49) mozna zdefiniowaé tzw. rozdzielczo$é li-
niowa, zwang takze zdolnoscia rozdzielcza, czyli najmniejszg odlegto$¢ dwoch
przedmiotéw (np. Zrédel punktowych), ktére mozna rozréznié¢ przy pomocy
uktadu optycznego:

1,22 f

du
D,

(7.50)

Jak widaé, rozdzielczo$é¢ liniowa jest tym wieksza, tzn. odleglosé d, tym bar-
dziej maleje, im krétsza jest dlugoéé fali wykorzystywanej do obrazowania. To
wlasdnie ta zaleznoéé¢ ttumaczy, dlaczego mikroskop elektronowy — w ktérym ob-
razowania dokonuje sie przy pomocy fali materii zwiazanej z rozpedzona wigzka
elektronéw, o duzo krotszej dtugosci fali niz $wiatlo widzialne — pozwala na
obserwacje mniejszych obiektéw od tych obserwowanych w tradycyjnej mikro-
skopii optycznej. Co wiecej, poprawia sie ona wraz ze skrdceniem ogniskowej f
i zwigkszeniem Srednicy apertury D, uktadu obrazujacego.

Przeprowadzone powyzej rozwazania pozwalaja na sformulowanie jednego z
fundamentalnych z punktu widzenia mikroskopii kryteriow, tzw. kryterium
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NALWAN

Rysunek 7.18: Dyfrakcja na dwéch otworach kotowych: obrazy rozréznialne
(lewa kolumna), obrazy dokladnie spelniajace kryterium Rayleigha (Srodkowa
kolumna) oraz niespelniajace kryterium rozréznialnosci (prawa kolumna).

Abbego (Ernst Abbe 1840-1905). Zgodnie z nim rozdzielczosé¢ mikroskopu
ograniczona jest dyfrakcyjnie i dana jest zaleznoscia:

p 1,22\ 0,61\
“7 2NA T NA

(7.51)

gdzie NA jest aperturg numeryczng ukladu optycznego dang zaleznoscia
NA = nsinag, przy czym «, jest tzw. katem akceptacji ukladu optycz-
nego, ktory jest polowa kata wierzcholtkowego stozka $wiatla wpadajacego do
soczewki, za$ n jest wspdlczynnikiem zalamania oérodka, w ktérym ten uklad
jest umieszczony.

Warto na koniec zauwazy¢, ze wyprowadzone wczedniej wyrazenie na wiel-
kos¢ dysku Airy’ego moze zostaé bezposrednio wykorzystane do zdefiniowania
tzw. rozdzielczosci katowej, czyli najmniejszego kata §6,i,, dla ktérego dwa
obserwowane oddalone obiekty (np. gwiazdy) moga zostaé rozdzielone:

1,22\

50min =
D,

(7.52)
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Dygresja

Mikroskopia superzdolnosci rozdzielczej to dziedzina wspolczesnej
optyki (uhonorowana Nagroda Nobla z chemii w 2014 roku), ktéra pozwala
na obrazowanie struktur w skali nano, z precyzja wielokrotnie przekracza-
jaca klasyczng granice dyfrakcji Abbego. Przez ponad sto lat wydawalo sie,
ze fizyczna natura Swiatla bezwzglednie uniemozliwia rozréznienie obiek-
tow lezacych od siebie w odleglosci mniejszej niz okoto potowa dlugosci fali
(czyli ok. 200 nm dla $wiatta widzialnego).

Eleganckie obejscie tego problemu polega na przejéciu od analizy prze-
strzennej do analizy w dziedzinie czasu. Znakomitym tego przyktadem sg
metody oparte na lokalizacji pojedynczych czasteczek (takie jak PALM czy
STORM). Badany preparat biologiczny znakuje si¢ fluoroforami (czastecz-
kami $wiecacymi pod wplywem lasera), ktére posiadaja zdolnosé przela-
czania sie z ciemnego w jasny stan optyczny. Zamiast oSwietla¢ wszystkie
molekuly naraz — co doprowadziloby do zlania sie ich obrazéw dyfrakcyj-
nych w jedna, nieczytelng plame — badacze uzywaja stabego $wiatta, ktore
w danym momencie wzbudza jedynie losowy, znikomy odsetek fluoroforéw.

W efekcie swiecace punkty sa od siebie na tyle oddalone, ze ich dyski
Airy’ego nie naktadaja sie na siebie. Cho¢ kazda taka plamka $wiatla z
osobna pozostaje dyfrakcyjnie rozmyta, analiza matematyczna (dopasowa-
nie) pozwala z ogromna precyzja (ograniczona w zasadzie jedynie liczba
zebranych fotonéw) wyznaczy¢ srodek tej plamki, odpowiadajacy doklad-
nemu polozeniu czasteczki. Powtarzajac ten proces blyskawicznie tysiace
razy dla réznych podzbioréw molekul, komputer punkt po punkcie re-
konstruuje ostateczny obraz o niewyobrazalnej wrecz rozdzielczosci rzedu
20 nm. Techniki te udowadniaja, ze klasyczny limit dyfrakcji dotyczy jed-
noczesnego oswietlenia cigglego, a nie mozliwosci detekcji pojedynczych
zrodet swiatla.

7.6 Dyfrakcja na dwéch szczelinach

Wyobrazmy sobie, ze fala plaska pada normalnie na nieprzezroczysty ekran,

w ktéorym wycieto dwie réownolegle szczeliny o szeroko$ciach D, oddalone od

siebie o odleglo$é d (mierzona miedzy ich érodkami). Na kazdej ze szczelin
dochodzi do ugiecia Swiatta.

Przyjmujac poczatek ukltadu wspélrzednych w

polowie odlegloéci miedzy szczelinami, mozemy zapisaé przestrzenny profil pola

elektrycznego pochodzacy od szczeliny gérnej (y1 = d/2) i dolnej (yo = —d/2)
w punkcie obserwacji na odlegltym ekranie [poréwnaj z réwnaniem (7.40)]:

sinf _dg
E1 =Foax ﬂezk(Re S sin 9)7

. (7.53)
By =B, sin 8 eik(Re+% sin 0) ’
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gdzie Fnax to amplituda pola emitowana w kierunku osi optycznej. W powyz-
szych rownaniach zalozyliSmy pole dalekie, przyblizajac odleglos¢é w mianow-
niku jako R., ale w wykladniku fazowym jawnie uwzgledniliSmy przesuniecia
geometryczne obu zrédel wzgledem srodka ukltadu.

Zgodnie z zasadg superpozycji, wypadkowe pole rejestrowane w danym
punkcie na ekranie jest suma wskazéw pol sktadowych:

sinf d o
E = Ex1 +E2 _ Emax IBIBesze (e—nk% sin 6 _i_ezk% bma) ) (754)
Wrykorzystujac tozsamosé Eulera (e + e~ = 2cosz), mozemy uproscié to
wyrazenie do postaci:

Slgﬂeik& cos 7y, (7.55)

gdzie wprowadziliémy nowy parametr v = kdsin0/2 = wdsin@/\, opisujacy
przesuniecie fazowe wynikajace z odleglosci miedzy szczelinami.

Przechodzac do natezenia $wiatla (I oc |E|?), otrzymujemy fundamentalny
wzér dla doswiadczenia z dwiema szczelinami:

E= 2Emax

. 2
1(0) = ALpax (mﬁlﬁ) cos? 7, (7.56)

gdzie Ihax to maksymalne natezenie Swiatla w centrum uktadu pochodzace od
pojedynczej szczeliny (wspdlezynnik 4 wynika z faktu, ze pola dodaja sie kon-
struktywnie w fazie).

Analiza réwnania (7.56) wykazuje, ze obok wystepujacego wczesniej sygnatu
dyfrakeyjnego (funkcja sin® 5/52), w rozkladzie pojawia sie dodatkowy, szyb-
kozmienny czton cosinusoidalny, bedacy bezpos$rednim skutkiem interferencji
fal ugietych na obu szczelinach. Z uwagi na to, ze odleglo$¢ miedzy szczelinami
jest z reguly znacznie wicksza od ich szerokosci (d > D), czestosé¢ modulacji
wnoszona przez parametr v jest odpowiednio wigksza niz wolniejsza modulacja
dyfrakcyjna wnoszona przez (.

W konsekwencji, w polu dalekim otrzymujemy charakterystyczny obraz (Rys.
7.19), ktérego szeroka obwiednia determinowana jest przez dyfrakcje na poje-
dynczej szczelinie, podczas gdy drobna, regularna struktura prazkow wewnatrz
tej obwiedni tworzona jest przez interferencje typu Younga.

7.7 Uklad N, szczelin czyli siatka dyfrakcyjna

7.7.1 Rozklad natezenia Swiatla

Rozszerzmy analizowany wczesniej przypadek na uktad g identycznych szcze-
lin o szerokosci D, oddalonych od siebie o stala odleglosé d. Uklad taki stanowi
naturalne uogélnienie doswiadczenia z dwiema szczelinami, a jego praktyczna
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Rysunek 7.19: Obraz powstawajacy na ekranie w wyniku o$wietlenia dwoch
szczelin fala plaska. Wolnozmienna obwiednia dyfrakcyjna moduluje szybko-
zmienne prazki interferencyjne.

realizacja — element optyczny zbudowany z bardzo wielu regularnie rozmieszczo-
nych nacie¢ — nosi nazwe siatki dyfrakcyjnej. Warto zauwazy¢, ze wspodlcze-
sne siatki przeznaczone dla $wiatta widzialnego posiadaja zazwyczaj od 1200 do
2400 rys na milimetr, co odpowiada odleglo$ciom d rzedu utamkdéw mikrometra.

Aby wyznaczy¢ rozklad natezenia na ekranie, musimy zsumowaé pola elek-
trycznego pochodzace juz nie z dwdch, lecz ze wszystkich Ny szczelin. Przyjmu-
jac pierwsza z nich jako punkt odniesienia dla fazy, catlkowita amplitude pola
mozemy zapisa¢ w postaci sumy skoriczonej:

N,—1 sin 3 N,—1
E= ) Ej=Fnax 3 elklle N~ glakar, (7.57)
§=0 j=0

gdzie Ar = dsinf jest réznica drég optycznych pomiedzy promieniami wycho-
dzacymi z dwoch sasiednich szczelin. Warto w tym miejscu podkresli¢, ze tak
prosta postaé geometryczna Ar wynika bezposrednio z przyblizenia pola dale-
kiego (Fraunhofera) — ze wzgledu na ogromna odleglo$é do ekranu w poréwnaniu
z rozmiarami siatki, promienie ugiete na poszczegélnych szczelinach i biegnace
do jednego punktu obserwacji traktujemy jako idealnie réwnolegle. Wykorzy-
stujac znany z matematyki wzér na sume skorniczonego ciagu geometrycznego i
wyciagajac przed nawias odpowiednie czynniki fazowe, mozna zapisa¢ amplitude
w postaci:

sin BeikR; sin(Ngv)

B sin ~y

gdzie R., to zmodyfikowana odlegto$é rzutujaca na catkowita faze, a v = (kdsin6)/2 =

E= Emax

(7.58)
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(rdsin0)/X to zdefiniowany juz wezedniej parametr przesuniecia fazowego mie-
dzy sasiednimi szczelinami (zauwazmy, ze kAr = 27).

Po wzieciu kwadratu modulu z powyzszego wyrazenia, otrzymujemy osta-
teczne réwnanie na rozklad katowy natezenia Swiatla:

sin5>2 [sin(Nsv) ] ’ ' (7.59)

B sin ~y

16) = Lyax (

Pierwszy czynnik, zgodnie ze wzorem (7.41), uwzglednia ugiecie na kazdej ze
szczelin z osobna (obwiednia dyfrakcyjna). Drugi czlon zwiazany jest z inter-
ferencjg fal. Warto sprawdzi¢ fenomenalng spéjnosé tego zapisu: dla Ny = 2
(dwie szczeliny), utamek interferencyjny wynosi [sin(27)/sinv]? = (2cosv)? =
4 cos? 7, co idealnie odtwarza wzér (7.56) z poprzedniej sekcji.

Zaleznosé interferencyjna dla wielu szczelin nie jest juz tagodna funkcja co-
sinus, ale kwadratem stosunku dwéch sinuséw, z ktorych ten w liczniku oscyluje
Ng-razy szybciej. Prowadzi to do rozkladu, w ktérym natezenie pomiedzy mak-
simami bardzo szybko spada blisko zera. Z drugiej jednak strony, gdy argument
w mianowniku zmierza do zera (tzn. gdy v = mm, gdzie m jest liczba calkowita),
z reguly de L’Hospitala wynika, ze caly czton ulega wzmocnieniu do wartosci
N2,

Rysunek 7.20 pokazuje obrazy powstale przy dyfrakcji na uktadach o rosna-
cej liczbie szczelin. Jak wyraznie widaé, wzrost liczby szczelin powoduje dra-
styczne zawezenie obserwowanych maksiméw interferencyjnych. Oprécz tych
niezwykle jasnych pikéw gtéwnych, w sygnale mozna réwniez zaobserwowaé
Ny — 2 stabszych maksiméw wtérnych, ktorych pojawienie sie jest zwigzane
z lokalnymi ekstremami funkeji sin(N,v) z licznika. Natezenie calego tego zto-
zonego uktadu prazkéw jest zawsze bezwzglednie ograniczane przez powolna
obwiedni¢ dyfrakcyjna dana wyrazeniem (sin 5/3)2.

7.7.2 Roéwnanie siatki i dyspersja

Z wyprowadzonych powyzej zaleznoéci wynika, ze gléwne maksima dyfrakcyjne
pojawiaja sie, gdy mianownik w czlonie interferencyjnym dazy do zera (y =
mm). Po podstawieniu definicji ~, otrzymujemy klasyczne réwnanie siatki
dyfrakcyjnej:

dsin 6, = mA\, (7.60)

ktore oznacza, ze konstruktywna interferencja zachodzi, gdy réznica drog optycz-
nych pochodzacych z dwdch kolejnych szczelin rowna jest catkowitej wielokrot-
nosci dlugosci fali (m = 0, £1,+2,...). Najsilniejsze maksimum dla swiatla pa-
dajacego prostopadle na siatke osiagane jest dla kata ugiecia zerowego (6y = 0°).
Jest to tzw. prazek zerowego rzedu (m = 0), ktérego polozenie jest niezalezne
od dlugosci fali.
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Rysunek 7.20: Dyfrakcja na ukladzie o réznej liczbie szczelin, ale tej samej sze-
rokosci D i odleglodci miedzy szczelinami d: (a) dwie szczeliny, (b) pie¢ szczelin,
(c) dziesieé szczelin oraz (d) dwadziedcia szczelin. Wraz ze zwiekszaniem liczby
szczelin maleje szeroko$¢é maksiméw gtownych, podczas gdy ich natezenie szczy-
towe roénie proporcjonalnie do N2. W konsekwencji catkowita moc optyczna
(catka pod wykresem) jest rygorystycznie zachowana.
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Rysunek 7.21: Schemat dyfrakcji $wiatla czerwonego (700 nm) i zielonego
(500 nm) oswietlajacego te sama siatke dyfrakcyjna. Dluzsze fale uginaja sie
pod wigkszym katem.

Polozenie pozostalych wyzszych rzedow zalezy juz silnie od dlugosci fali A.
Fakt, ze r6zne kolory uginane sa pod réznym katem, czyni z siatki dyfrakcyj-
nej niezwykle wydajny element dyspersyjny. Moze by¢ on wykorzystany do
przestrzennego rozszczepienia $wiatla i analizy widmowej zrédta promieniowa-
nia. Dyfrakcja swiatla czerwonego (700 nm) i zielonego (500 nm) na tej samej
siatce dyfrakcyjnej przedstawiona zostala schematycznie na rys. 7.21. Parame-
trem opisujacym, jak silnie siatka rozsuwa katowo fale o réznych dlugosciach,
jest dyspersja katowa:

do m

Dy = — = .
"7 AN~ dcosf

(7.61)

7 powyzszej zaleznosci wynika fundamentalny wniosek praktyczny: aby uzyskac
jak najwieksze rozszczepienie przestrzenne badanego widma, nalezy stosowac
siatki o duzej gestosci rys (malej stalej siatki d) oraz analizowaé promieniowanie
ugiete w wyzszych rzedach widma (m).

7.7.3 Padanie pod katem i siatki profilowane

Roéwnanie (7.60) jest prawdziwe dla sytuacji, w ktorej siatka oswietlana jest fala
plaska padajaca prostopadle do przestony. Gdy jednak fala pada pod niezero-
wym katem o, faza fal docierajacych do kolejnych szczelin na starcie nie jest
taka sama. Dla dwodch sasiednich szczelin poczatkowa réznica drég optycznych
wynosi Ary, = dsina,. W takim przypadku warunek na konstruktywna inter-
ferencje promieni musi bilansowaé réznice drog przed i za siatka, przyjmujac
uogolniona postac:

d(sin@ — sin ) = mA. (7.62)
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Rysunek 7.22: Dyfrakcja na siatce dyfrakcyjnej oswietlanej pod katem do nor-
malnej. Zblizone kolory promieni (szary i czarny) maja sugerowaé, ze réznica
w ugieciu nie wynika z réznicy dtugosci fali, a z katéw padania na siatke.

Analiza réwnania (7.62) wykazuje, ze skutkiem o$wietlenia pod katem nie jest
zmiana samej struktury prazkéw, lecz przesuniecie calego obrazu dyfrakcyjnego
(w tym przesuniecie maksimum zerowego rzedu do kata réwnego katowi pada-
nia). Sytuacja ta zostala zilustrowana na rys. 7.22.

W klasycznych siatkach szczelinowych najwiecej energii skupia sie zawsze
w ,bezuzytecznym” (niedyspersyjnym) prazku zerowego rzedu. Niezwykle waz-
nym rozwiazaniem technologicznym sa tzw. siatki profilowane, w ktérych
wiekszo$¢ energii kierowana jest w wybrany, wyzszy rzad ugiecia (najczesciej
pierwszy). Osiaga si¢ to poprzez geometryczne nachylenie elementéw dyfrak-
cyjnych (np. rzezbienie w ksztalcie piloksztaltnym) w stosunku do plaszczyzny
przestony, tak aby prawo odbicia faworyzowalo konkretny kat ugiecia. Innym
nowoczesnym sposobem realizacji wysoko wydajnych siatek jest przestrzenna
modulacja wspdlczynnika zalamania materiatu, realizowana m.in. za pomoca
oswietlenia laserowego, co prowadzi do powstania siatek holograficznych.

7.7.4 Zdolnos$é rozdzielcza siatki

Skoro siatka dyfrakcyjna jest elementem dyspersyjnym analizujacym widmo,
kluczowym pytaniem jest: jak mala réznice dtugosci fal AN, jestedmy w stanie
za jej pomoca zaobserwowac¢? Miara tej precyzji jest chromatyczna zdolnosé
rozdzielcza R, definiowana jako:

A
B A)\min ’

R (7.63)

Aby wyznaczy¢ te granice, postuzymy sie kryterium Rayleigha: dwie bliskie
linie widmowe (dla fali A oraz A4+ AApin) sa ledwie rozréznialne, gdy maksimum
gtoéwne dla jednej z nich pokrywa sie doktadnie z pierwszym minimum lezacym
tuz obok maksimum drugiej fali.

Zastanéwmy sie, gdzie znajduje sie pierwsze minimum obok m-tego maksi-
mum. Warunek na maksimum gtoéwne dla fali A to dsinf = mA. Jesli pomno-
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zymy go przez catkowita liczbe o$wietlonych szczelin N, otrzymamy relacje dla
calej siatki: Nydsinf = NgmA. Pierwsze minimum interferencyjne obok tego
piku pojawi sie, gdy sumaryczna réznica drog optycznych na szerokosci calej
siatki wzrosnie o dokladnie jedna dlugos¢ fali A. W takiej sytuacji promienie
pochodzace od kolejnych szczelin utworza petny cykl przesunieé fazowych, co do-
prowadzi do ich calkowitego destruktywnego wygaszenia. Zatem dla minimum
kat ugiecia spetnia warunek:

Nydsinf = NomA + A (7.64)

7 drugiej strony, maksimum gléwne m-tego rzedu dla sasiedniej, nieco dluzszej
fali (A+Anin) musi wypasé dokladnie pod tym samym katem 6 (jest to wymog
nalozenia z kryterium Rayleigha):

Nodsin® = Nom(A + Admin)- (7.65)

Poréwnujac ze soba prawe strony réwnan (7.64) i (7.65), otrzymujemy natych-
miast:

NsmA + A = NymA + NgmAdyin, (7.66)
co po skréceniu wyrazéw podobnych daje A = NymAdy,. Korzystajac z de-
finicji (7.63), otrzymujemy ostateczny, niezwykle prosty i elegancki wzér na
zdolno$¢ rozdzielczg siatki dyfrakcyjnej:

R = mN,. (7.67)

Ze wzoru (7.67) plynie fundamentalny wniosek techniczny: zdolno$¢ rozdziel-
cza zalezy wylacznie od rzedu ugiecia m oraz catkowitej liczby o$wietlonych
szczelin N;. 7 tego powodu, aby zbudowaé spektrometr o wysokiej rozdziel-
czos$ci, konieczne jest poszerzenie wiazki optycznej (np. za pomoca kolimatora
optycznego) tak, aby o$wietlala ona mozliwie najwigksza powierzchnie siatki
dyfrakcyjnej (jak najwieksza liczbe czynnych rys).

Dygresja

Zrozumienie zjawiska dyfrakcji bylo kluczem do jednego z najwiekszych
odkry¢ w historii biologii — rozwiklania struktury przestrzennej kwasu deok-
syrybonukleinowego (DNA). Skoro granica dyfrakcji Abbego nie pozwala
na obrazowanie pojedynczych czasteczek za pomoca Swiatta widzialnego,
naukowcy musieli uzy¢ promieniowania o znacznie krétszej dlugosci fali.
Wybér padl na promieniowanie rentgenowskie, ktérego dlugosé fali (rzedu
dziesiatych cze$ci nanometra) jest poréwnywalna z odlegloSciami miedzy
atomami w czasteczkach.

Gdy wiazka promieni X przechodzi przez skrystalizowang prébke, atomy
tworzace czasteczke dzialaja jak skomplikowana, tréjwymiarowa siatka dy-
frakcyjna. Fale ugiete na poszczegdlnych atomach interferujg ze soba, two-
rzac na kliszy fotograficznej wzér maksiméw dyfrakcyjnych. Stynne ,,Zdje-
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cie 517, wykonane w 1952 roku przez Rosalinde Franklin, ukazalo cha-
rakterystyczny uklad plamek w ksztalcie litery ,X”. Dla fizykéw (takich
jak James Watson i Francis Crick, ktérzy zinterpretowali te wyniki), ten
specyficzny obraz dyfrakcyjny w polu dalekim byl jednoznacznym, mate-
matycznym dowodem na to, ze czasteczka DNA ma strukture podwéjnej
helisy.

7.8 Zasada Babineta

W naszych dotychczasowych rozwazaniach przyjmowalidmy, Zze obiektem roz-
praszajacym jest nieprzezroczysta przestona ze szczeling. Mozna jednak sie
zastanowié, jaka bedzie dyfrakcja, gdy odwrécimy sytuacje, tzn. wtedy, gdy
obiektem rozpraszajacym nie jest otwor, a np. pojedynczy drut lub pasek o wy-
miarach dokladnie odpowiadajacych wymiarom tej szczeliny. Takie przestony
nazywamy przestonami komplementarnymi.

Jasnym jest, ze w polu bliskim, gdzie dyfrakcja determinowana jest bezpo-
§rednio przez geometrie obiektu, obserwowany obraz bedzie ,negatywem” ob-
razu powstalego w przypadku szczeliny. Co jednak stanie sie w polu dalekim,
gdzie obraz dyfrakcyjny determinowany jest przez wlasciwosci falowe $wiatta?

Oznaczmy rozklad pola elektrycznego fali ugietej na szczelinie (otworze w
nieprzezroczystym ekranie) jako E7, za$ pole wytworzone przez nieprzezroczysty
pasek (umieszczony w otwartej przestrzeni) jako Fy. Zgodnie z zasada super-
pozycji, nalozenie na siebie tych dwoch komplementarnych przeston wirtualnie
odtwarza sytuacje, w ktérej na drodze fali nie znajduje sie zadna przeszkoda.
Wynika stad, ze suma obu pdl musi by¢ réwna polu fali catkowicie niezaburzonej
EQZ

E1 + EQ = E(). (768)

W przyblizeniu pola dalekiego (Fraunhofera) fala niezaburzona propaguje sie
wyltacznie wzdluz pierwotnego kierunku padania, tworzac jasny punkt w samym
centrum ekranu (dla kata @ = 0). Oznacza to, ze dla wszystkich pozostalych
kierunkéw ugiecia (0 # 0) pole fali niezaburzonej jest réwne zeru (Ey = 0).
7 relacji tej wynika zatem, ze poza Scistym Srodkiem obrazu pola ugiete na
przestonach komplementarnych muszg by¢ sobie przeciwne:

E, = —Fs. (7.69)

Poniewaz rejestrowane przez detektory natezenie Swiatta jest proporcjonalne do
kwadratu modutu amplitudy pola (I oc |E|?), oba uklady dadza w polu dalekim
identyczny rozktad natezenia:

L(0) = 1(0) dla 6#0. (7.70)

Relacja ta stanowi tre$é¢ zasady Babineta (Jacques Babinet 1794-1872). Méwi
ona, ze obrazy dyfrakcyjne komplementarnych przeston sa identyczne wszedzie
poza bezposrednim sasiedztwem prazka zerowego rzedu.
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(a) (b)

Rysunek 7.23: Zasada Babineta. Dyfrakcja na przedmiocie i jego ,negatywie”
prowadzi do powstania przeciwnych fazowo rozkladéw pola elektrycznego, jed-
nak mierzony obraz dyfrakcyjny (natezenie) pozostaje w obu przypadkach taki
sam.

Zasada Babineta ma ogromne znaczenie praktyczne. Pozwala ona na badanie
dyfrakeji na obiektach trudnych do matematycznego opisania (jak np. drobne
czastki, wldkna czy krwinki), zastepujac je w obliczeniach komplementarnymi
otworami o tym samym ksztalcie. Przykladowo, mierzac obraz dyfrakcyjny
pojedynczego wlosa, mozemy precyzyjnie wyznaczy¢ jego grubosé, korzystajac
bezposrednio ze wzoru na dyfrakcje na szczelinie o tej samej szerokosci.

7.9 Dyfrakcja na fali akustycznej

Bardzo ciekawym przykladem dyfrakcji jest ugiecie $wiatla na fali akustycz-
nej. W krysztale (lub cieczy) fala akustyczna wywoluje okresowa, przestrzenna
modulacje gestosci oérodka. Prowadzi to do powstania periodycznego rozktadu
wspOlczynnika zalamania $wiatla (zjawisko elastooptyczne), dzigki czemu osro-
dek zaczyna dzialaé jak objetosciowa siatka dyfrakcyjna. Parametry tej siatki,
takie jak stala siatki czy amplituda modulacji, moga by¢ precyzyjnie kontrolo-
wane poprzez zmiane charakterystyki fali akustycznej (czestotliwosci i mocy).

Urzadzeniem wykorzystujacym to zjawisko jest modulator akustooptyczny
(ang. Acousto-Optic Modulator, AOM).

AOM pozwala nie tylko na zmiane kierunku propagacji wiagzki, ale réwniez
na blyskawiczna kontrole jej natezenia (poprzez zmiane mocy fali akustycznej)
oraz czestotliwosci. Duzieki tym wlasciwosciom urzadzenia te sa nieodzownym
elementem nowoczesnych eksperymentéw w optyce kwantowej i fizyce atomowej,
np. w procesach chlodzenia laserowego atomow.
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Rysunek 7.24: Schemat dzialania modulatora akustooptycznego. Fala aku-
styczna wytwarzana przez przetwornik piezoelektryczny tworzy w krysztale
siatke dyfrakcyjna.

7.9.1 Ugiecie jako oddzialywanie fotonu z fononem

Dzialanie modulatora mozna intuicyjnie wyttumaczy¢ w jezyku fizyki kwanto-
wej jako nieliniowe rozpraszanie, w ktorym dochodzi do oddzialywania fotonu z
fononem. Fonon jest kwantem wzbudzenia sieci krystalicznej (pola akustycz-
nego), analogicznym do fotonu w polu elektromagnetycznym.

Proces dyfrakeji $wiatta w j-ty rzad polega na pochlonieciu (lub emisji wy-
muszonej) j fononéw przez foton. Taka interpretacja pozwala natychmiast wy-
znaczy¢ parametry fali ugietej. Czestos¢ fali w; ugietej w j-ty rzad wynika z
zasady zachowania energii:

Wi = w ~+ jWak, (7.71)

gdzie w jest czestoscia Swiatla padajacego, a wqj czestoscig fali akustycznej.
Zasada zachowania pedu determinuje natomiast kierunek fali ugietej:

hkj = hk+]hkak — kj = k+jkaka (772)

gdzie k 1 k., sa odpowiednio wektorami falowymi Swiatta i dzwigku wewnatrz
krysztatu.

Powyzsze rownania prowadzg do dwdéch istotnych wnioskéw. Po pierwsze,
zmiana czestosci Swiatla o wielokrotno$é w,r pozwala na niezwykle precyzyjne
przesuwanie linii widmowych lasera (czesto$é akustyczna ~ 10% Hz jest znikoma
wobec optycznej ~ 10'* Hz, ale istotna w spektroskopii). Po drugie, poniewaz
wektor k. zalezy od czestosci dzwigku, kazda zmiana modulacji zmienia kat
ugiecia wigzki. Aby wyeliminowaé ten niepozadany efekt w ukladach wyma-
gajacych stabilnego kierunku, stosuje sie ukltady z podwéjnym przejSciem
(ang. double-pass). Wiazka po przejsciu przez AOM jest zawracana przez lu-
stro i przechodzi przez krysztal ponownie. Powoduje to sumaryczne podwojenie
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przesuniecia czestosci (2wqy ), ale kompensuje zmiane kata, przywracajac wiazce
pierwotny kierunek.

7.9.2 Rezimy ugiecia: Raman-Nath oraz Bragg

W zaleznosci od geometrii oddzialywania i grubosci krysztatu Az, wyrdzniamy
dwa rezimy pracy:

¢ Rezim Ramana-Natha: Zachodzi, gdy fala Swietlna przechodzi przez
cienka warstwe fali akustycznej. Zjawisko to przypomina dyfrakcje na
cienkiej siatce transmisyjnej — $wiatlo ugina si¢ jednoczeénie w wiele rze-
déw dyfrakcyjnych (j = 0,4+1,£2,...).

e Rezim Bragga: Zachodzi w grubych krysztatach, gdzie fala akustyczna
tworzy strukture objetosciowa. W tym przypadku, ze wzgledu na koniecz-
noé¢ spelnienia warunku konstruktywnej interferencji w calej objetosci
krysztatu, swiatto ugina sie¢ wydajnie tylko w jeden, konkretny rzad dy-
frakeyjny.

W rezimie Bragga optymalne ugiecie nastepuje, gdy swiatto pada pod cha-
rakterystycznym katem Bragga 0p. Poniewaz w > w,i, mozemy przyjaé, ze
dlugosé wektora falowego Swiatla prawie sie nie zmienia (k; ~ k). Z relacji
wektorowej wynika wtedy:
ilka _ L

2k 2ak
gdzie A i A\gx to dlugosci fal w osrodku. Calkowity kat ugiecia wiazki wzgledem
wiazki padajacej wynosi 20p.

Do klasyfikacji rezimu pracy stuzy bezwymiarowy parametr Kleina-Cooka

Q:

sinfp (7.73)

Q- k2 Az _ 2TAAz
k A2

Przyjmuje sig, ze dla @ < 1 mamy do czynienia z rezimem Ramana-Natha,

natomiast dla @ > 1 (zazwyczaj @ > 10) modulator pracuje w rezimie Bragga.

(7.74)

7.10 Dyfrakcja Swiatta bialego

Cho¢ nasze dotychczasowe rozwazania dotyczyly gtéwnie dyfrakcji Swiatta mo-
nochromatycznego, warto na koniec zauwazy¢, ze w przyrodzie powszechnie ob-
serwujemy dyfrakcje Swiatla bialego. Poniewaz kat ugiecia (lub polozenie mini-
méw 1 maksiméw) jest wprost proporcjonalny do dlugosci fali A, kazda sktadowa
widmowa $wiatla biatego tworzy wlasny obraz dyfrakcyjny o innej skali prze-
strzennej.

Gdy $wiatlo biate przechodzi przez waska szczeline lub otwor, dochodzi do
nakladania sie tych obrazéw, co skutkuje powstaniem barwnego widma dyfrak-
cyjnego. W samym centrum ukladu (6 = 0) wszystkie barwy nakladaja sie kon-
struktywnie, tworzac jasny, bialy prazek centralny. Jednak wraz z oddalaniem
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sie od osi optycznej, poszczegdlne maksima zaczynajg sie rozsuwaé: skladowa
fioletowa i niebieska (krétsze fale) ulegaja najmniejszemu ugieciu i pojawiaja
sie najblizej centrum, natomiast skladowa czerwona (najdluzsza fala widzialna)
ugieta jest najsilniej.

Zjawisko to odpowiada za szereg efektow optycznych obserwowanych w zyciu
codziennym:

« Wience i iryzacja: Kolorowe pierscienie wokét tarczy Stonca lub Ksie-
zyca powstajace na skutek dyfrakcji na kropelkach wody lub krysztatkach
lodu w chmurach.

e Aureole entoptyczne: Efekt ,kolorowych obwddek” wokét zrédel swia-
tla, wynikajacy z dyfrakcji na krawedziach pomocy optycznych (np. opra-
wek okularéw) lub na strukturach wewnatrz gatki ocznej.

« Diagnostyka: Analiza obrazéw dyfrakcyjnych swiatta bialego jest wyko-
rzystywana w okulistyce do badania przejrzystosci osrodkéw optycznych
oka oraz w inzynierii materialowej do badania mikrostruktur powierzch-
niowych.

7.11 Optyka fourierowska

Jak wykazano w sekcji 7.3.3, w rezimie pola dalekiego rozklad natezenia swiatta
przestaje odwzorowywac¢ bezposrednio fizyczng geometrie przestony, a staje sie
odzwierciedleniem jej widma czestotliwosci przestrzennych. Zwiazek ten stanowi
fundament dziedziny nazywanej optyka fourierowska, ktéra pozwala opisaé
zjawiska ugiecia Swiatta za pomoca formalizmu przetwarzania sygnalow.

Aby ujaé¢ to zjawisko analitycznie, nalezy wprowadzi¢ zespolona funkcje
apertury A(y, z). Funkcja ta opisuje catkowity rozklad amplitudy oraz opz-
nienia fazowe fali Swietlnej w plaszczyznie przestony. W przyblizeniu Fraun-
hofera katy ugiecia fal ptaskich mapuja sie na sktadowe wektora czestotliwosci
przestrzennych:

ky = ksin6,,

7.75
kz = ksinf,, ( )

gdzie k to liczba falowa swiatla padajacego. Podstawienie tych zmiennych do
calki dyfrakcyjnej pozwala wyrazi¢ zespolong amplitude fali na odlegtym ekranie
w postaci:

E(ky, kz)=C / / A(y, z)e {kvytkz2) qydz. (7.76)
Zespolona stala C zawiera czynniki fazowe zwiazane z propagacja, a granice

calkowania mozna rozszerzy¢ do nieskonczonosci, poniewaz funkcja A(y, z) znika
tozsamosciowo poza obszarem szczeliny.
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Powyzsze réwnanie przyjmuje postaé klasycznej, dwuwymiarowej transfor-
maty Fouriera funkcji apertury. Rozklad pola elektrycznego w obrazie dyfrak-
cyjnym Fraunhofera jest zatem wprost dokladnym widmem czestotliwosci prze-
strzennych analizowanego obiektu, tj. E oc F{A}.

Bezposrednia rejestracja obrazu w idealnym polu dalekim jest w labora-
toriach zazwyczaj niepraktyczna ze wzgledu na wymagane ogromne dystanse
propagacji. Wlaéciwoé¢ transformujaca dyfrakcji Fraunhofera jest jednak w
pelni zachowana, gdy zastosujemy soczewke skupiajaca. Jesli oswietlimy obiekt
spdjna fala ptaska, a nastepnie umieécimy go doktadnie w przedniej plasz-
czyznie ogniskowej soczewki (w odleglodci f przed nia), to w jej tylnej plasz-
czyZnie ogniskowej (tzw. plaszczyZnie transformaty) powstanie fizyczny, ostry
i pozbawiony znieksztalcen fazowych rozklad dyfrakcyjny Fraunhofera.

Soczewka pelni w tym ukladzie role analogowego komputera, ktory na-
tychmiastowo oblicza dwuwymiarowa transformate Fouriera rozkladu $wiatla
z plaszczyzny obiektu. Zjawisko to otwiera droge do tzw. filtracji przestrzen-
nej (realizowanej np. w ukladzie 4f). Wprowadzajac mechaniczne przystony
w plaszczyznie transformaty (na przyklad blokujac wysokie czestotliwosci prze-
strzenne odpowiadajace za ostry szum optyczny ), mozna w kontrolowany sposéb
modyfikowaé¢ widmo sygnalu optycznego, a po ponownej transformacji uzyskaé
przefiltrowany obraz koncowy.

Dygresja

Jednym z najnowoczesniejszych i najbardziej fascynujacych zastosowan optyki
fourierowskiej sa fotoniczne sieci neuronowe. Architektury te stanowia
sprzetowa realizacje obliczen neuromorficznych, nasladujac dzialanie ludz-
kiego moézgu za pomocy zjawisk falowych.

W klasycznych, elektronicznych sieciach neuronowych, wykorzystywa-
nych powszechnie do analizy i rozpoznawania obrazdw, operacja splotu
dwoch wielowymiarowych macierzy jest niezwykle kosztowna obliczeniowo
i stanowi waskie gardlo pochlaniajace ogromne ilosci energii. Tymczasem
fizyka falowa pozwala na wykonanie tej samej operacji caltkowicie pasywnie
i niemal natychmiastowo — z predkoscia propagacji Swiatla.

Podstawa tego procesu jest optyczna realizacja twierdzenia o splocie,
wykorzystujaca omawiany wczesniej uklad 4f. Pierwsza soczewka wyko-
nuje dwuwymiarowa transformate Fouriera wej$ciowego obrazu (lub roz-
ktadu danych). W plaszczyznie transformaty umieszcza sie przestrzenny
modulator Swiatta, bedacy programowalna maske fazowa dla Swiatta. Ele-
ment ten pelni role fizycznego filtru, ktéry sprzetowo realizuje mnozenie
widma przestrzennego sygnalu przez odpowiednie wagi sieci (jadro splotu).
Nastepnie druga soczewka dokonuje odwrotnej transformaty Fouriera tak
zmodyfikowanego pola optycznego, a wynik rejestrowany jest na matrycy
detektoréow.

Dzigki wykorzystaniu zjawisk dyfrakcyjnych oraz wrodzonego, potez-
nego zréwnoleglenia propagacji fal Swietlnych, uklad optyczny ogromnie
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redukuje zlozonosé obliczeniowa konwolucji. Taka fourierowska akceleracja
otwiera droge do budowy hybrydowych procesoréw sztucznej inteligencji,
ktore osiagaja drastycznie wyzsza energooszczednoscé i szybko$é niz trady-
cyjne uklady krzemowe.

7.12 Podsumowanie rozdzialu

Niniejszy rozdzial przedstawil ewolucje opisu dyfrakcji, poczawszy od zasady
Huygensa-Fresnela, traktujacej front falowy jako zbiér zrédet fal wtérnych, az
po rygorystyczne sformulowanie catkowe Kirchhoffa. Zaleznie od odlegtosci od
przeszkody, zjawisko to analizujemy w dwo6ch rezimach. W polu bliskim (dy-
frakcja Fresnela) obraz zachowuje widoczny zwiazek z geometrycznym ksztaltem
obiektu, co dogodnie opisuje sie za pomoca metody stref Fresnela. W polu dale-
kim (dyfrakcja Fraunhofera) obraz staje sie przestrzenna transformata Fouriera
apertury, ukazujac rozktad jej czestotliwosci przestrzennych. W sytuacjach, w
ktorych analiza matematyczna skomplikowanej przeszkody jest zbyt zlozona, z
pomocy przychodzi zasada Babineta, pozwalajaca wyznaczy¢ rozklad pola w
oparciu o tatwiejsze do opisania przestony komplementarne.

Zjawisko dyfrakcji determinuje fundamentalne granice wszystkich ukladéw
optycznych. Zgodnie z kryterium Rayleigha, ugiecie §wiatla na skoriczonej aper-
turze obiektywu prowadzi do przestrzennego rozmycia obrazu punktu (powsta-
nia dysku Airy’ego), narzucajac nieprzekraczalng granice rozdzielczosci prze-
strzennej. Te same zasady interferencji i ugiecia fal mozna jednak wykorzystaé
konstruktywnie — tak jak w przypadku siatek dyfrakcyjnych, gdzie nalozenie fal
z wielu szczelin pozwala na niezwykle precyzyjng analize widmowa promienio-
wania. Zrozumienie tych mechanizméw jest w zwiazku z tym niezbedne zaréwno
do okreslania fizycznych limitéw obrazowania mikroskopowego i teleskopowego,
jak i do projektowania zaawansowanych instrumentéw spektroskopowych.

Zadania

7.1. Réwnolegla wiazka §wiatta monochromatycznego o dtugosci fali A = 550 nm
pada na przestone, w ktérej wycieto nieskonczenie dluga szczeline. Prazki
dyfrakcyjne, odlegle od siebie o 0,5 mm, sg obserwowane na ekranie umiesz-
czonym prostopadle do wigzki w odleglosci 1 m za szczeling. Oblicz sze-
roko$¢ szczeliny.

7.2. Rownolegla wiazka skolimowanego $wiatla o dlugosci fali A = 632 nm
pada na nieprzezroczysty ekran, w ktérym wycieto nieskonczenie diugg
szczeline. Za ekranem powstaje obraz dyfrakcyjny.

(a) Zakladajac, ze 10. ciemny prazek obserwowany jest pod katem 3,1°
od osi optycznej, oblicz szeroko$é¢ szczeliny.

(b) Pod jakim katem bedzie obserwowany ten sam prazek, jesli caly
uklad zanurzymy w wodzie (n,, = 1,33)?
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7.3.

7.4.

7.5.

7.6.

7.7.

7.8.

Wykorzystujac zasade Babineta, udowodnij, ze rozktad natezenia Swiatta
ugietego w polu dalekim na nieprzezroczystym cienkim drucie o szeroko$ci
D jest identyczny z rozkladem natezenia od szczeliny o tej samej szerokosci
D, z wyjatkiem nieskonczenie maltego obszaru w okolicach kata 6 = 0.
Nastepnie oblicz grubosé ludzkiego wlosa, na ktérym dyfrakcja swiatla
lasera (A = 532 nm) tworzy na ekranie odleglym o 2 m minima dyfrakcyjne
oddalone od siebie o 1,5 cm.

Dwie dlugie szczeliny o szerokosciach 0,10 mm w nieprzezroczystym ekra-
nie, oddalone od siebie o 0,20 mm, sa oSwietlone prostopadle $wiatltem
o dhugosci fali A = 500 nm. Ile prazkéw interferencyjnych Younga be-
dzie dostrzegalnych w obrebie centralnego jasnego pasma dyfrakcyjnego
(dysku zerowego rzedu)?

Przypusémy, ze w doswiadczeniu z dwiema szczelinami pod obwiednia
obrazu dyfrakcyjnego (wewnatrz centralnego maksimum) znajduje si¢ 11
jasnych prazkow interferencyjnych. Wiadomo réwniez, ze pierwsze mi-
nima dyfrakcyjne dokladnie tlumig kolejne jasne prazki interferencyjne,
gdyz wypadaja w tym samym miejscu. Ile jasnych prazkéw interferencyj-
nych znajduje sie pod obwiednig dyfrakcyjna miedzy pierwszym i drugim
minimum dyfrakcyjnym?

Wiazka laserowa (A = 632,8 nm) pada normalnie na prostokatna aperture
o wymiarach D, = 0,1 mm oraz D, = 0,5 mm. Ekran znajduje si¢ w
odleglosci L = 4 m od apertury.

(a) Oblicz wymiary geometryczne (szeroko$é i wysoko$é) centralnego ja-
snego maksimum dyfrakcyjnego na ekranie.

(b) W ktérym kierunku wiazka rozbiega sie silniej?

Prosze pokazaé, ze dyfrakcja Fraunhofera w polu dalekim dla apertury
kolowej o promieniu a, o$wietlonej jednorodnie (fala plaska padajaca nor-
malnie), prowadzi do rozkladu amplitudy pola:

Ji(2mar/Az)

E(r,z) = E§V2ra? 20007

(r,2) 0 oma 2rar/Az

gdzie E(()H jest amplituda fali padajacej, r jest odlegloscia od Srodka
ekranu, a Ji(x) jest funkcja Bessela pierwszego rodzaju i rzedu pierw-
szego, zdefiniowang catkows relacja:

In(z) = % /07T cos(ng — xsin @) do.

Laser emituje promieniowanie o dlugosci fali A = 632,8 nm. Wiazka
$wiatla ma poczatkowa érednice 2 mm. Zakladajac, ze rozbieznos$é¢ wiazki
jest ograniczona wylacznie dyfrakcyjnie, wyznacz liniowy rozmiar plamki
laserowej na powierzchni Ksiezyca. Dla uproszczenia zaniedbaj wplyw
atmosfery.
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7.9.

7.10.

7.11.

7.12.

7.13.

7.14.

7.15.

7.16.

Georges Seurat nalezal do grupy malarzy pointylistéw, ktérych obrazy
skladaly sie z wielkiej liczby malutkich punktéw (o érednicy ok. 6 mm)
czystej farby utozonych blisko siebie. Wrazenie odcienia barwy powstaje w
oku obserwatora na skutek zjawisk dyfrakcyjnych. Zakladajac, ze Srednica
Zrenicy oka wynosi 4 mm, a efektywna dlugosé fali dla $wiatla widzialnego
to A = 550 nm, oblicz, z jakiej minimalnej odleglodci nalezy podziwiaé
obraz, aby osiggnaé efekt calkowitego zlewania sie sasiadujacych punktéw.

Na podstawie kryterium Rayleigha ocen, czy orzel latajacy na wysokosci
h =1 km moze wyraznie rozpoznaé ksztalt myszy o dlugosci 2 cm, czy tez
jest w stanie jedynie zauwazy¢ jej obecnos$é jako nierozdzielonego punktu?
Przyjmij érednice Zrenicy ptaka rowna 6 mm oraz dlugoéc¢ fali A = 550 nm.

Samochdéd z zapalonymi $wiattami przednimi zbliza si¢ po prostej drodze.
Swiatla sa umieszczone w odlegloéci 120 cm od siebie. Jak daleko od
obserwatora znajdowal sie samochéd w momencie, gdy obserwator zorien-
towal sig¢, ze widzi dwa Swiatla, a nie jedno? Przyjmij, ze Zrenica oka ma
$rednice 5 mm, a efektywna dlugosé fali wynosi 550 nm.

Znajdz najmniejsza odlegtos¢ dwdch punktow na powierzchni Ksiezyca,
ktore moga by¢ ledwie rozdzielone przez 5, 1-metrowy teleskop zwiercia-
dlany. Przyjmij dlugosé fali A = 550 nm i zaldz, ze rozdzielczosé jest ogra-
niczona wylacznie przez efekty dyfrakcyjne. Odlegtosé Ziemi od Ksiezyca
wynosi 384 000 km.

System radarowy krazownika wysyla fale o dlugosci 1,6 cm z kolistej
anteny o $rednicy 2,3 m. Jaka moze by¢ najmniejsza odleglo$¢ miedzy
dwiema lodziami motorowymi, zeby system radarowy byl w stanie z od-
legtosci 6,2 km rozroznié je jako pojedyncze obiekty?

Dwie szczeliny zostaly jednoczesnie o$wietlone dwiema wigzkami $wiatla
o roznej barwie. Siédmy prazek dyfrakcyjny dla $wiatla o dlugosci fali
A = 555 nm widoczny jest na ekranie odlegltym od szczelin o 5 m w
odleglosci 9,5 cm od jego Srodka. Oblicz dlugoéé fali drugiej wiazki, jesli w
tym samym miejscu widoczny jest jej piaty prazek, oraz wyznacz odleglosé
miedzy szczelinami.

Siatka dyfrakcyjna posiada 400 rys/mm. Swiatlo biate pokrywa zakres
widzialny A € [400, 700] nm.

(a) Ile pelnych rzedéw widma, oprécz rzedu zerowego, mozna teoretycz-
nie zaobserwowadé przy pomocy tej siatki?

(b) Czy widma poszczegdlnych rzedéw beda sie ze soba przekrywad? Jesli
tak, wskaz, ktére rzedy i dla jakich dlugosci fal ulegaja nalozeniu.

Zrédlo $wiatla zawierajace mieszanine wodoru i deuteru emituje dwie bli-
skie sobie dlugoéci fali $wiatta czerwonego. Centralna diugosé fali to
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7.17.

7.18.

7.19.

656,3 nm, a réznica miedzy nimi wynosi A\ = 0,180 nm. Oblicz mini-
malna wymagana liczbe rys w siatce dyfrakcyjnej, niezbedna do rozdzie-
lenia tych linii w pierwszym rzedzie widma. Jaka minimalna szerokosc
musialaby mieé ta siatka, gdyby gesto$é nacie¢ wynosita 600 rys/mm?

Zgodnie z teoria optyki fourierowskiej, pole dalekie jest transformata Fo-
uriera funkcji transmitancji apertury. Oblicz i naszkicuj rozktad natezenia
$wiatla na ekranie w rezimie Fraunhofera po przejsciu plaskiej fali mo-
nochromatycznej przez cienka siatke amplitudowa, ktérej transmitancja
zmienia si¢ w jednym kierunku harmonicznie, zgodnie ze wzorem:

t(y) = % [1 + cos (2;3/)} .

Na siatke dyfrakcyjna o gestosci 100 rys/mm pada prostopadle réwnolegla
wiazka $wiatla bialego (od 400 nm do 700 nm). Za pomoca soczewki sku-
piajacej o ogniskowej f = 30 cm umieszczonej tuz za siatka, wytwarzane
jest widmo w plaszczyznie ogniskowej. Oblicz odleglos¢ liniowa na ekranie
miedzy:

(a) czerwonym i fioletowym prazkiem w widmie drugiego rzedu,

(b) koricem widma pierwszego rzedu a poczatkiem widma drugiego rzedu.

Na ekran z dwiema réwnoleglymi szczelinami padaja bezposrednio pro-
mienie sloneczne. Srednica katowa Slonica widocznego z Ziemi wynosi
a =~ 0,01 rad. Zakladajac, ze tarcze Storica mozna zastapi¢ jednorodnym
kwadratem o stalej jasnoéci powierzchniowej, oblicz, dla jakiej maksymal-
nej odlegtoéci D miedzy szczelinami mozna jeszcze zaobserwowaé wyrazne
prazki interferencyjne.
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Rozdziat 8

Polaryzacja swiatla

Jak wiemy z rozdzialu 1, jednym z kluczowych parametréw opisujacych $wia-
tlo jako poprzeczna fale elektromagnetyczna jest jego polaryzacja, okreslajaca
przestrzenno-czasows ewolucje drgan wektora pola elektrycznego. Choé trzy
podstawowe klasy — polaryzacje liniowa, kolowsg i eliptyczng — omowili-
$my juz jakoSciowo w rozdziale 1.5.1, to rygorystyczne opisywanie zjawisk takich
jak dwojlomnosé czy elementéw optycznych takich jak modulatory optyczne wy-
maga przejécia na jezyk Scistego opisu iloSciowego. W tym celu wprowadzimy
ponizej uzyteczne formalizmy matematyczne, stanowiace fundament wspélcze-
snej optyki wektorowej.

8.1 Formalizm opisu stanu polaryzacji

8.1.1 Formalizm Jonesa

Podstawowym aparatem matematycznym stuzacym do opisu $wiatla o dobrze
okreslonym stanie polaryzacji jest formalizm wektoréw Jonesa, wprowa-
dzony przez Roberta Clarka Jonesa (1916-2004). Punktem wyjscia dla tego
formalizmu jest mozliwosé zapisu dowolnej spolaryzowanej plaskiej fali elektro-
magnetycznej w postaci superpozycji dwbéch ortogonalnych sktadowych linio-
wych [réwnanie (1.27)]. Poniewaz drgania pola elektrycznego wzdtuz obu kie-
runkéw osi poprzecznych mozna rozwazaé niezaleznie, a obie sktadowe oscyluja
z ta sama czestodcia kolowa, pelna informacja o stanie polaryzacji fali zostaje
jednoznacznie zakodowana w dwuelementowym zespolonym wektorze kolumno-
wym, zwanym wektorem Jonesa:

(+) _ (Eoze'#
£y = (B »

gdzie Ey, i Eoy sa rzeczywistymi (dlatego bez ()) amplitudami sktadowej $wia-
tla wzdtuz kierunku z i y, zad ¢, i ¢, sa fazami poczatkowymi kazdej z tych
sktadowych. Wygodna praktyka jest stosowanie wektoréw znormalizowanych,
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w ktorych calkowite natezenie $wiatta zostaje wyciagniete przed nawias jako
czynnik skalujacy. Ponizej przedstawiono znormalizowane wektory Jonesa dla
kilku przyktadowych stanéw polaryzacji:

 polaryzacja liniowa pozioma (wzdluz osi z): <(1]),

 polaryzacja liniowa obrécona o kat /4 wzgledem osi x: % (1>,

1
. . -
» polaryzacja kotowa prawoskretna: 7 (—i)’

1
3 . L1
¢ polaryzacja kolowa lewoskretna: 7 <Z>

Oproécz opisu samych stanéw polaryzacji, formalizm Jonesa pozwala na ele-
ganckie i rygorystyczne modelowanie transformacji fali podczas jej przejécia
przez osrodki optycznie anizotropowe (fizyczny opis zjawiska dwéjlomnoscei znaj-
duje sie w rozdziale 8.2.4). Przeksztalcenie to opisuje sie za pomoca zespolo-
nych macierzy kwadratowych wymiaru 2 x 2, zwanych macierzami Jonesa.
Ich ogolna postaé reprezentowana jest jako:

J= (3:11 3:12) : (8.2)
J21  J22
gdzie wspdtczynniki j;; przyjmujg okreslone wartoéci w zaleznodci od konkret-
nego typu elementu optycznego i jego orientacji przestrzennej. Wiele elementéw
optycznych moze byé opisywanych przy pomocy macierzy Jonesa. Przykladami
moga by¢:

1
¢ idealny polaryzator liniowy zorientowany wzdtuz kierunku x: (O 8),

o idealny polaryzator liniowy obrécony o kat /4 wzgledem osi x: % (} 1) ,

o plytka éwieréfalowa o osi szybkiej zorientowanej wzdtuz osi z: /4 <(1) OZ.) ,
gdzie zasada dzialania samych elementéow optycznych opisana jest w dalszej
czedci tego rozdziatu. Dzialajac macierza Jonesa J odpowiadajaca okreslonemu
elementowi optycznemu z lewej strony na poczatkowy wektor Jonesa fali pada-
jacej, otrzymujemy wektor Jonesa reprezentujacy stan polaryzacji swiatta po
przejsciu przez ten element:

Ej e Bouci#s
== ]l = e . 8.3
() 2 (B =
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Macierze Jonesa moga by¢ réwniez zastosowane do opisu zmian polaryza-
¢ji zachodzacych przy odbiciu i transmisji na granicy dwéch osrodkéw dielek-
trycznych. W modelu tym zaklada sie, ze fali poruszaja sie w przyblizeniu
wzdluz osi z niezaleznie od katéw padania i zalamania (efekty geometryczne sa
w pelni uwzglednione w wartosciach wspdlczynnikéw Fresnela). Przyjmujac, ze
wspoétrzedna x reprezentuje sktadowa pola prostopadtla do ptaszczyzny padania
(polaryzacja s), a wspdlrzedna y skladowa réwnolegla (polaryzacja p), wektory
sktadowe odpowiadaja bezposrednio wspdlrzednym kartezjanskim. Zgodnie z
ta baza macierze Jonesa dla odbicia i transmisji przyjmuja spéjna postaé dia-
gonalna:

o dla wiazki odbitej: J, = <7ﬂl 0 ),
0 —TH

o dla wiazki zalamanej: J; = <t0l t0|>’
gdzie 7| i r1 sa amplitudowymi wspélczynnikami odbicia Fresnela, natomiast
) ity sa wspdlczynnikami transmisji. Znak minus przy skladowej réwnole-
glej dla wiazki odbitej wynika z przyjetej konwencji zwrotéow wektoréw pola
elektrycznego przy zmianie kierunku propagacji fali.

Kolejna istotna zaleta formalizmu Jonesa jest mozliwosé¢ kaskadowego lacze-
nia elementéw optycznych. Stan fali na wyjéciu uktadu skladajacego sie z wielu
elementéw wyznacza sie poprzez sukcesywne mnozenie poczatkowego wektora
Jonesa przez macierze poszczegdlnych komponentéw. Operacje te wykonuje sie
od prawej do lewej, zgodnie z kierunkiem propagacji fali:

By v, Eouei®:
(Eéye%> A (EOye“"y ’ 54

gdzie J; jest macierza Jonesa reprezentujaca -ty element optyczny w ukladzie.

Warto pamietaé, ze formalizm Jonesa opiera si¢ na zasadzie superpozycji
pol elektrycznych. W tym kontekscie formalizm Jonesa zaklada, ze fale sa w
pelni spdjne i calkowicie spolaryzowane. W rzeczywistych uktadach fizycznych
mamy jednak czesto do czynienia ze Swiatlem czeSciowo spolaryzowanym
lub niespolaryzowanym, w ktérym faza i kierunek drgan pola elektrycznego
ulegaja szybkim, stochastycznym fluktuacjom. Poniewaz nakladajace sie fale
niekoherentne nie zachowuja stalej relacji fazowej, ich superpozycja nie polega
na dodawaniu amplitud, lecz na sumowaniu $rednich natezen. W takich sytu-
acjach formalizm Jonesa traci swoja uzyteczno$¢ i konieczne jest zastosowanie
formalizmu Stokesa.
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8.1.2 Formalizm Stokesa

W formalizmie Stokesa stan polaryzacji Swiatla opisujemy za pomocs czte-
roelementowego wektora Stokesa:

So Iy
S I, -1,
Ss = So | | Luse — I-a5e (85)
Sy L-1,

gdzie Iy oznacza calkowite natezenie $wiatla, I, oraz I, to natezenia sktado-
wych o polaryzacji liniowej wzdtuz osi x i y, I450 i I_450 odpowiadaja nateze-
niom $wiatla zmierzonym pod katem 45° oraz —45° wzgledem osi x, zas I, i
I; to natezenia skladowej kolowej prawoskretnej i lewoskretnej. Gléwna zaleta
formalizmu Stokesa jest jego uniwersalno$¢ — pozwala on na réwnoprawny opis
zaréwno Swiatla catkowicie spolaryzowanego, czedciowo spolaryzowanego, jak i
calkowicie niespolaryzowanego. W tym drugim przypadku wektor pola elek-
trycznego wykazuje stochastyczne, nieuporzadkowane fluktuacje, przez co faza
i kierunek drgan ulegaja losowym zmianom w czasie.

Do ilosciowego okreslenia stopnia uporzadkowania fali stuzy wielkosé zwana
stopniem polaryzacji, zdefiniowana jako:

1, — Ini
V. — max min 8.6
P Imax + Imin7 ( )

gdzie Inax i Imin 0znaczaja odpowiednio maksymalne i minimalne natezenie
Swiatla rejestrowane po przejéciu fali przez idealny polaryzator liniowy podczas
pelnego obrotu jego osi anizotropii wokét kierunku propagacji swiatla.

Przeanalizujmy, przez analogie do formalizmu Jonesa, wektory Stokesa re-
prezentujace podstawowe stany polaryzacji fali (dla jednostkowego natezenia
calkowitego):

1
o $wiatto catkowicie spolaryzowane wzdtuz osi x: Sg = (1) ,
0
1
o Swiatlo catkowicie spolaryzowane pod katem 7/4: Sg = (1) ,
0
1
» Swiatlo calkowicie spolaryzowane kolowo prawoskretnie: Sg = 8 ,
-1
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o $wiatlo niespolaryzowane: Sg =

oo o

Analogicznie do formalizmu Jonesa, réowniez w formalizmie Stokesa mozna
wprowadzi¢ macierze, ktére pozwalaja okresli¢ zmiany stanu polaryzacji Swiatta
przy przejsciu przez okreslony oérodek dwdéjlomny. Macierze te, zwane macie-
rzami Miillera, mozna zapisa¢ w ogdlnej formie jako:

mi1r M2 Mi3 MMig
m21 M2 M23 1M24

My, = 8.7
M m31 M3z MM33 1MM34 ( )
Myl M4 M43 Myyq
Przejscie Swiatta przez element optyczny opisane jest woéwczas rownaniem:
S = My/Ss. (8.8)
Ponizej przedstawiono przyklady kilku macierzy Miillera M;:
1 1 0 0
. .. . .. ) 111 1.0 0
+ idealny polaryzator liniowy o osi ustawionej wzdtuz x: 3 000 ol
0 0 0O
1 01 0
. .. . . 110 0 0 O
o idealny polaryzator liniowy o osi ustawionej pod katem 7 /4: 211 0 1 0
0 0 0 O
« idealna (bezstratna) plytka éwieréfalowa o osi szybkiej zorientowanej wzdtuz
1 0 0 O
osi x 0 100
0 0 0 1
00 -1 0

Jak widaé, formalizm Miillera jest ogdlniejszy od formalizmu Jonesa i moze
by¢ z powodzeniem wykorzystywany nie tylko do opisu przejécia $wiatta przez
osrodki dwodjtomne, ale réwniez przez takie, w ktérych zachodzi rozpraszanie i
stopien polaryzacji $wiatta ulega pogorszeniu.

8.1.3 Sfera Poincarégo

Ciekawym sposobem przedstawiania stanu polaryzacji $wiatla jest wykorzysta-
nie tzw. sfery Poincarégo (Henri Poincaré 1854-1912). Taka geometryczna
reprezentacja jest mozliwa, poniewaz po zaniedbaniu parametru Sy (catkowi-
tego natezenia), trzy pozostale parametry Stokesa (57, S2,.S3) moga pelnié role
wspoélrzednych kartezjanskich determinujacych punkt na sferze w przestrzeni
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Rysunek 8.1: Sfera Poincarégo.

R3. W przypadku sfery Poincarégo bieguny odpowiadaja ortogonalnym polary-
zacjom kolowym, podczas gdy punkty znajdujace si¢ na réwniku odpowiadaja
polaryzacjom liniowym. Co wiecej, kazdy punkt znajdujacy sie miedzy réw-
nikiem a biegunem odpowiada okreslonej polaryzacji eliptycznej (rys. 8.1). W
konsekwencji kazdemu stanowi polaryzacji Swiatta przyporzadkowane jest tylko
jedno miejsce na sferze Poincarégo.

Sfera Poincarégo jest wygodnym formalizmem réwniez dlatego, ze przejscie
przez okreslone elementy optyczne wiaze sie z konkretng transformacja punktu
na sferze. W szczegdlnosci przejscie Swiatla przez tzw. plytki fazowe, tj. ele-
menty optyczne opdzniajace sktadowa pola elektrycznego wzdluz danego kie-
runku wzgledem skladowej prostopadtej o zadana faze, tozsame jest z obrotem
na sferze o zadany kat wokét okreslonego kierunku (kat i kierunek determino-
wane sa przez typ plytki oraz orientacje przestrzenna jej osi). W ten sposéb
transformacja polaryzacji przy przejsciu przez okreslone elementy optyczne zy-
skuje prosta i intuicyjna interpretacje geometryczna.

Dygresja

Geometryczne wlasciwosci obrotéw grupy SO(3) prowadza do fascynujacego
wniosku: przejscie miedzy dwoma dowolnymi punktami na sferze wymaga
zaledwie trzech obrotéw o Scisle okreslone, niezmienne katy, w ktorych
kontrolujemy jedynie kierunki osi obrotu. Poniewaz kazdy obrét na sferze
Poincarégo odpowiada fizycznemu przejéciu fali przez odpowiednia ptytke
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fazowa, oznacza to, ze dowolny stan polaryzacji mozemy przeksztalci¢ w
kazdy inny przy uzyciu uktadu zlozonego z zaledwie trzech takich elemen-
tow. W praktyce laboratoryjnej te uniwersalna zdolnos¢ do manipulacji po-
laryzacja uzyskujemy poprzez kaskadowe zestawienie ptytki ¢wieréfalowej,
plytki potfalowej i kolejnej plytki ¢wieréfalowej. Ten niezwykle elegancki
uktad znajduje szerokie zastosowanie zaréwno w precyzyjnych eksperymen-
tach optycznych, jak i w telekomunikacji swiattowodowej.

8.2 Sposoby polaryzacji swiatta

Swiatlo mozemy spolaryzowaé, wykorzystujac rézne zjawiska fizyczne towarzy-
szace jego oddzialywaniu z materia. Do najwazniejszych z nich naleza: odbicie
od granic dielektrykéw, rozproszenie, selektywna absorpcja (dichroizm) oraz
dwdjlomnosé w osrodkach anizotropowych. Ponizej szczegélowo analizujemy
fizyczne mechanizmy lezace u podstaw kazdego z tych proceséw.

8.2.1 Polaryzacja przez odbicie

Jak wykazaliSmy w rozdziale 4.2, na granicy dwéch osrodkéw dielektrycznych
dochodzi do odbicia i zatamania fali $wietlnej. Amplitudowe wspdlczynniki od-
bicia okreslaja odpowiednio réwnania (4.27) i (4.31). Dla &cisle okreslonego
kata padania, zwanego katem Brewstera, wspolczynnik odbicia sktadowej row-
noleglej (p) maleje do absolutnego zera. W tym rezimie promieri odbity staje
sie catkowicie spolaryzowany prostopadle do plaszczyzny padania (skladowa s),
co pozwala na wykorzystanie zjawiska odbicia jako prostego polaryzatora linio-
wego.

Analizujac mozliwos¢ polaryzacji Swiatla przez odbicie, warto zwrécié uwage
na dwa istotne ograniczenia. Po pierwsze, natezenie tak spolaryzowanego $wia-
tla odbitego stanowi stosunkowo niewielka czes¢ calkowitego Swiatla padaja-
cego. Przyktadowo, dla $wiatta padajacego pod katem Brewstera na granice
szklo-powietrze, odbiciu ulega zaledwie okolo 15% natezenia skladowej s, przy
jednoczesnej catkowitej eliminacji sktadowej p. Po drugie, wiazka zalamana
(przechodzaca) ulega jedynie czeSciowej polaryzacji. Poniewaz zawiera ona w
100% skladowa p oraz wciaz znaczna czesé sktadowej s (tej, ktora nie ulegla od-
biciu), nigdy nie osiaga polaryzacji calkowitej przy przejéciu przez pojedyncza
granice oSrodkow. Z tych wzgledéw technika pojedynczego odbicia rzadko stuzy
jako samodzielne, wydajne zrédlo $wiatla spolaryzowanego w zaawansowanych
uktadach optycznych.

W celu drastycznego zwigkszenia stopnia polaryzacji wiazki przechodzacej
mozemy zastosowacé uktad kaskadowy ztozony z wielu rownolegtych powierzchni
granicznych, np. stos cienkich szkietek, zwany stosem Arago. Idea jego dzia-
lania opiera sie na sukcesywnym ,odfiltrowywaniu” niepozadanej polaryzacji.
Poniewaz kazda kolejna powierzchnia przepuszcza 100% skladowej réwnoleglej
(p) 1 jednoczesnie odbija (usuwa z gtéwnej wiazki) cze$é sktadowej prostopadiej
(s), wiazka przechodzaca przez caly stos staje sie w coraz wiekszym stopniu spo-
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/ Swiatlo

/ spolaryzowane x
| m
\ Osrodek
) * rozpraszajacy
Swiatlo
niespolaryzowane
Swiatlo

spolaryzowane y

Rysunek 8.2: Emisja $wiatla spolaryzowanego podczas rozpraszania $wiatla nie-
spolaryzowanego w osrodku sktadajacym sie z dipoli elektrycznych.

laryzowana liniowo w plaszczyZnie padania (dominacja skladowej p). Z uwagi
na to, ze dla odpowiednio grubych ptytek kolejne wiazki nie nakladaja sie na sie-
bie spdjnie, mozemy catkowicie pomina¢ zjawisko interferencji. Metoda ta jest
bardzo tania i prosta w konstrukcji, przez co, mimo strat natezenia, znajduje
szerokie zastosowanie w polaryzacyjnych dzielnikach wiazki.

8.2.2 Polaryzacja przez rozproszenie

W rozdziale 9.2.4 omawiamy emisje fali przez drgajacy dipol elektryczny. Wy-
przedzajac jednak nieco te rozwazania, mozemy zauwazy¢, ze emisja promie-
niowania z dipola jest symetryczna woko6t kierunku jego drgan oraz ze dipol
nie emituje promieniowania wzdluz swojej osi. Zaktadajac, ze pole elektryczne
fali drga jedynie w kierunku prostopadtym do kierunku propagacji, $wiatto roz-
proszone bedzie spolaryzowane liniowo pod katem prostym wzgledem kierunku
padania, a kierunek drgan jego pola elektrycznego bedzie prostopadly do plasz-
czyzny rozpraszania (rys. 8.2).

Dygresja
Przykladem obiektu, ktéry rozprasza Swiatto jest niebo (do rozproszenia

dochodzi na skutek fluktuacji gestosci atmosfery). Obserwujac niebo przy
pomocy polaryzatora, mozna dostrzec, ze fragmenty nieba obserwowane
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w kierunku prostopadtym do kierunku padania promieni stonecznych sa
silnie spolaryzowane. Najlepiej efekt ten wida¢, obserwujac niebo tuz nad
horyzontem. W takim przypadku obrét polaryzatora powoduje wyrazna
zmiane intensywnosci $wiatta transmitowanego przez polaryzator.

8.2.3 Polaryzacja przez selektywng absorpcje

Niektore materiaty charakteryzuja si¢ silng anizotropia budowy mikroskopo-
wej, wynikajaca na przykltad z obecnosci dlugich i uporzadkowanych przestrzen-
nie czasteczek. Prowadzi to do zjawiska selektywnej, kierunkowe]j absorpcji fal
$wietlnych, zwanego dichroizmem. Fizyczny mechanizm tego procesu opiera
sie na zréznicowanym oddzialywaniu wektora pola elektrycznego z elektronami
zdolnymi do ruchu wzdtuz réznych kierunkéw w materiale.

Jedli pole elektryczne fali oscyluje rownolegle do wydluzonej osi czasteczek,
wprawia ono elektrony w drgania o duzej amplitudzie. Te drgajace tadunki
intensywnie oddzialuja z siecig materialu, co skutkuje konwersja energii fali na
cieplo i jej silnym tlumieniem (absorpcja). Z kolei sktadowa pola elektrycznego
drgajaca w kierunku prostopadlym do osi molekut w bardzo malym stopniu
wzbudza ruch tadunkéw i dzieki temu przechodzi przez osrodek bez znaczacych
strat.

Polaroid
Anizotropia wzdhiz y
Swiatto
spolaryzowane x
.4
)
Y
Swiatto
niespolaryzowane z

X

Rysunek 8.3: Polaryzacja swiatla przy pomocy zjawiska dichroizmu. Skladowa
pola elektrycznego réwnolegta do osi molekul jest absorbowana, a skladowa
prostopadia — transmitowana.

Opisany powyzej mechanizm stanowi podstawe dzialania popularnych poli-
merowych filtrow polaryzacyjnych, zwanych polaroidami. Czasteczki polimeru
(np. alkoholu poliwinylowego) sa w nich mechanicznie rozciagane, aby uzyskaé
ich réwnolegle ulozenie, a nastepnie impregnowane jodem. Atomy jodu przy-
czepiaja sie do dtugich tancuchéw polimeru, tworzac mikroskopijne Sciezki prze-
wodzace. Jak przedstawiono na rys. 8.3, 0§ przepuszczania takiego polaryzatora
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jest zorientowana prostopadle do kierunku ulozenia tancuchéw, co pozwala na
transmisje skladowej pola elektrycznego drgajacej ,,pomiedzy” nimi.

8.2.4 Polaryzacja przez dwdjlomnosé

Podobnie jak wspotczynnik absorpcji, w oSrodkach anizotropowych réwniez
wspoélczynnik zatamania nie jest wielkoscia izotropows. Oznacza to, ze predkosé
fali $wietlnej wewnatrz takiego materiatu zalezy bezposrednio od kierunku drgan
jej pola elektrycznego. Zjawisko to nosi nazwe dwéjlommnosci i jest powszechnie
wykorzystywane do generowania $wiatta o bardzo wysokim stopniu polaryzacji
liniowej.

Rozwazmy propagacje monochromatycznej fali ptaskiej w krysztale anizo-
tropowym. Wektory p6l E i B dane sa standardowymi zalezno$ciami harmo-
nicznymi:

E = E)E)+)ei(k~r—wt)7

8.9
B — Bng) ei(k-r—wiﬁ)7 ( )

gdzie ESJF) oraz Bng) sa zespolonymi amplitudami wektorowymi. Aby zrozu-
mie¢ strukture geometryczna fali wewnatrz krysztalu, musimy odwotaé si¢ do
prawa Gaussa dla dielektrykéw. Przyjmujac dla wektora indukcji elektrycznej
analogiczng posta¢ harmoniczna, otrzymujemy:

V- D=1tk -D=0,
. (8.10)
V-B=ik -B=0.

Powyzsze zaleznosci dowodza, ze wektory indukcji elektrycznej D i indukcji
magnetycznej B sa zawsze prostopadle do wektora falowego k. Oznacza to,
ze niezaleznie od wlasnosci o$rodka, wektor indukcji D pozostaje zawsze $cisle
poprzeczny wzgledem kierunku propagacji czota fali.

Kluczowa réznica wzgledem osrodkéw izotropowych tkwi jednak w sposobie,
w jaki materia odpowiada na wymuszenie polem elektrycznym. W tym miejscu
musimy wprowadzi¢ pojecie wektora polaryzacji oSrodka P, ktéry reprezen-
tuje gestosé indukowanych w materiale momentéow dipolowych. Ogolna relacja
taczaca pole przylozone E z indukcja D ma postaé:

D=cE+P. (8.11)

O ile w osrodkach izotropowych odpowiedz materii jest zawsze réwnolegla do
pola E; o tyle w oérodku anizotropowym (np. w krysztale) tak by¢ nie musi.
Wynika to z faktu, ze elektrony w sieci krystalicznej sa wigzane z rézna sila w
réznych kierunkach, co sprawia, ze podatnosé elektryczna staje sie wielko$ciag
kierunkows, opisywana za pomoca tensora podatnosci elektrycznej x:

P =¢oxE. (8.12)
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Podstawiajac te zaleznosé do ogdlnego zwiazku miedzy polami, otrzymujemy
réwnanie materialowe w postaci tensorowej:

D =¢o(l + x)E =€E, (8.13)

gdzie € jest tensorem przenikalno$ci elektrycznej. Zawsze mozna wyzna-
czy¢ taki ortogonalny uklad wspélrzednych, w ktérym tensor ten staje si¢ dia-
gonalny. Kierunki te nazywamy osiami gléwnymi o$rodka, a w ukladzie tym
tensor przyjmuje postac:

e, 0 0
e=10 g 0], (8.14)
0 0 e,

gdzie €; sa przenikalnosciami magnetycznymi wzdluz osi ¢.

Fakt, ze wektory E i D nie sa do siebie réwnolegle, prowadzi do niezwy-
kle waznej konsekwencji geometrycznej: wektor natezenia pola elektrycznego E
przestaje by¢ prostopadly do wektora falowego k (czyli k-E # 0). Z kolei wektor
Poyntinga S = E x H, ktory wyznacza kierunek przeplywu energii, jest z defini-
cji prostopadtly do E, a nie do D. W efekcie w osrodku anizotropowym kierunek
promienia $wietlnego przestaje pokrywaé si¢ z kierunkiem wektora falowego k.
Geometrie te przedstawiono na rys. 8.4. Warto w tym miejscu podkresli¢, ze

2D

S
k

-
1
A.B

Rysunek 8.4: Przestrzenna orientacja wektoréw natezenia i indukcji pél oraz
wektora falowego i Poyntinga w oérodku anizotropowym.

nawet jesli czolo fali pada prostopadle na powierzchnie krysztalu (wektor k
nie zmienia kierunku), energia promienia nadzwyczajnego ,skreca” wewnatrz
materialu, co prowadzi do separacji przestrzennej obu polaryzacji.

Zachowanie, ktore zostalo opisane powyzej pozwala na wyrdznienie dwdch
klas promieni (fal) rozchodzacych sie w materiale anizotropowym. Nazywane
sa one:

e promieniem zwyczajnym, dla ktérego oérodek zachowuje sie jak izo-
tropowy (k || S oraz D || E),
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e promieniem nadzwyczajnym, dla ktorego kierunek energii ucieka od
wektora falowego (k }f S oraz D Jf E).

Dla kazdego z tych promieni definiuje sie osobny wspolczynnik zatamania: n,
(zwyczajny) oraz n. (nadzwyczajny).

Podstawowym narzedziem wizualizacji tych wlasnosci jest elipsoida wspot-
czynnika zalamania (rys. 8.5). Pozwala ona okresli¢ wspétezynnik zatamania
dla dowolnego kierunku propagacji.

(a) z (b) z
’_Apo ’Alno
-v//_/ | \\. / \k
'S5} . 4 L
\,7 =t == el s ne ne . ;J-f-}; :i—(‘ ne
& b=
\ / A\ /

Rysunek 8.5: Elipsoida wspo6lczynnika zalamania dla osrodka jednorodnego (a)
i dwéjtomnego (b).

Na tej podstawie klasyfikujemy krysztaly jako:

« izotropowe (n, = n, = n,), gdzie elipsoida jest sfera,
 jednoosiowe (n, = n, # n.), posiadajace jedng o§ optyczna,
o dwuosiowe (n, # n, # n,), posiadajace dwie osie optyczne.

Gdy promien pada na granice z krysztalem jednoosiowym, ulega rozszczepie-
niu na dwie wigzki o prostopadlych polaryzacjach liniowych, poniewaz kazda ze
sktadowych porusza sie z inna predkoscia i zalamuje pod innym katem (rys. 8.6).
Zjawisko to wykorzystuje sie do budowy precyzyjnych polaryzatoréw krystalicz-
nych, takich jak polaryzator Glana. Urzadzenie to sktada sie z dwoch pry-
zmatoéw dwodjltomnych, oddzielonych waska szczelina powietrzna. Wykorzystuje
ono réznice wspdlezynnikéw zalamania dla promienia zwyczajnego i nadzwy-
czajnego: przy odpowiednim kacie padania jedna ze sktadowych ulega catkowi-
temu wewnetrznemu odbiciu na granicy ze szczelina, podczas gdy druga zostaje
transmitowana.

Jako$é polaryzatora opisuje wspélczynnik ekstynkcji (Lnin/Imaz), Ktory
dla krysztaléw wynosi ok. 1076, a dla polaroidéw ok. 1072.
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Rysunek 8.6: Zalamanie $wiatla na granicy osrodka izotropowego i krysztatu
dwdjlomnego.
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Rysunek 8.7: Zasada dzialania polaryzatora Glana: wykorzystanie zjawiska cal-
kowitego wewnetrznego odbicia jednej ze sktadowych polaryzacyjnych na gra-
nicy pryzmatow.
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8.3 Prawo Malusa

Zastandéwmy sie teraz, w jaki sposéb orientacja polaryzatora wpltywa na nate-
zenie transmitowanej fali. Wyobrazmy sobie, ze Swiatlo spolaryzowane liniowo
o natezeniu Iy, pada na polaryzator, ktérego o$ przepuszczania tworzy kat 6 z
plaszczyzna drgan pola fali padajacej (rys. 8.8).

. Et
N

!

Polaryzator

Rysunek 8.8: Tustracja do prawa Malusa.

W wyniku oddzialywania §wiatla z materialem polaryzatora, pole elektryczne
fali padajacej zostaje zrzutowane na o$ przepuszczania. Wyrazenie na rzeczy-
wista amplitude fali (bo fala jest liniowo spolaryzowana) transmitowanej przez
polaryzator Fy; dane jest przez:

Ey . (8) = Ep,pcos, (8.15)

gdzie Ey j, jest amplituda fali padajacej (réwniez zalozono polaryzacje liniowa).
Poniewaz natezenie $wiatta I jest proporcjonalne do kwadratu modutu ampli-
tudy pola (I |E(()+) ), to dla rozwazanego przypadku otrzymujemy zaleznosé:

I,(0) = I cos? 6. (8.16)

To fundamentalne réwnanie nosi nazwe prawa Malusa (Etienne Louis Malus
1785-1812). Pozwala ono na precyzyjne sterowanie natezeniem $wiatla poprzez
obroét polaryzatora.

8.4 Ptlytki fazowe

Wiasnosci dwéjlomne materialéw wykorzystywane sa w tzw. plytkach fa-
zowych. Sg to elementy optyczne dzialajace na zasadzie wprowadzania kon-
trolowanego opo6znienia jfazy ednej skltadowej polaryzacyjnej swiatla wzgledem
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drugiej. Z fizycznego punktu widzenia ptytka fazowa rozklada padajacy wektor
pola E na dwie ortogonalne sktadowe, ktore ze wzgledu na anizotropie osrodka
propaguja sie z réznymi predkoéciami fazowymi. Réznica faz A nabywana
podczas przejécia przez plytke dana jest zaleznosScia:

Ap = koAz(n, — ne), (8.17)

gdzie kg jest wektorem falowym $wiatla w prozni, zaé Az oznacza grubosé ma-
terialu. Kierunki drgan odpowiadajace tym dwém wspélczynnikom wyznaczaja
tzw. o$ szybka oraz o$§ wolng plytki. O$ szybka odpowiada temu kierunkowi
drgan pola elektrycznego, dla ktérego wspotezynnik zalamania jest mniejszy, a
co za tym idzie, predkosé fazowa fali jest wicksza.

Wyrézniamy trzy podstawowe typy plytek fazowych, klasyfikowane ze wzgledu
na wartos¢ wprowadzanego opéznienia:

« plytka jednofalowa (\)

Przesuwa faze jednej sktadowej polaryzacyjnej wzgledem drugiej o catko-
wita wielokrotno$é 2. Przy normalnym (prostopadlym) padaniu wigzki
nie powoduje to zmiany stanu polaryzacji. Jednakze obrécenie plytki o
maly kat zmienia droge optyczna w materiale, co sprawia, ze faza ulega
niewielkiej zmianie. Dzigki temu mozliwa jest precyzyjna kompensacja
niepozadanych eliptycznosci polaryzacji, wynikajacych na przyktad z od-
bicia wiazki od powierzchni metalicznych.

o plytka péifalowa (A\/2)

Opéznia faze jednej ze sktadowych o . Oznacza to, ze orientacja osi pola-
ryzacji liniowej (dla $wiatla spolaryzowanego liniowo) lub wielkiej pétosi
(dla polaryzacji eliptycznej) $wiatla padajacego odbija si¢ symetrycznie
wzgledem osi anizotropii krysztalu, tj. plaszczyzna polaryzacji obraca sig¢
o kat 260, gdzie 0 jest katem miedzy polaryzacja wejSciowa a osig plytki.
Dodatkowo, w przypadku fal spolaryzowanych eliptycznie, kierunek ob-
rotu wektora pola (skretnosé) zmienia sie na przeciwny (prawoskretna <>
lewoskretna).

o plytka éwieréfalowa (\/4)
Opéznia faze jednej sktadowej wzgledem drugiej o /2. Sprawia to, ze fala
spolaryzowana liniowo przechodzi w fale spolaryzowana eliptycznie. W
szcezegblnym przypadku, gdy o szybka plytki tworzy kat 7/4 z kierunkiem
drgan fali padajacej, $wiatlo staje si¢ spolaryzowane kotowo. Analogicznie,
plytka éwieréfalowa pozwala na zamiane polaryzacji kotowej na liniowa.

Dla celéw obliczeniowych dziatanie ptytki fazowej o opdznieniu Ay, ktorej
0$ szybka jest zorientowana pod katem 6 wzgledem osi x, opisuje sie za pomoca
odpowiednich macierzy. W formalizmie Jonesa macierz retardera przyjmuje
postaé:

cos? 0 + e A¥sin?f (1 — e "A¥)sin b cos 9)

(0, Ap) = ((1 — e "A?)sinfcosd  sin? O 4 e A¥ cos? 0 (8.18)
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Z kolei w formalizmie Stokesa dzialanie plytki o osi szybkiej zorientowanej
wzdluz osi « (6 = 0) opisuje macierz Miillera:

0 0

0 0
cosAp  sinAp
—sinAp cosAp

M(0, Ay) = (8.19)

O OO
o o= O

Dla celow obliczeniowych, macierz Miillera dla ptytki fazowej o dowolnym opéz-
nieniu Ay, ktorej os szybka jest zorientowana pod katem 6 wzgledem osi z,
wyznacza sie poprzez transformacje:

M(0, Ap) = R(—20)M(0, Ap)R(26), (8.20)

gdzie macierz obrotu wektora Stokesa R(«a) przyjmuje jawna postaé:

1 0 0 0
0 cosa sina 0

R(a) = 0 —sina cosa 0] (821)
0 0 0 1

Oproécz klasyfikacji ze wzgledu na opdznienie, plytki fazowe dzieli sie pod
katem sposobu ich realizacji i odpornosci na zmiany dlugodci fali:

o plytki zerowego rzedu

Wprowadzaja one dokladnie zadana réznice faz (np. 7/2). Sa to elementy
bardzo cienkie i kruche, ale charakteryzuja si¢ najmniejsza czuloscia na
odchyltki dlugosci fali od wartosci projektowej.

o plytki wielorzedowe

Sa to elementy znacznie grubsze, w ktérych przesuniecie fazy odbywa sie
modulo 27 (np. 10007 +7/2). Sa prostsze w produkcji i wytrzymalsze, ale
cechuja sie duza chromatycznoscig — ich poprawne dzialanie ograniczone
jest do bardzo waskiego zakresu spektralnego.

o plytki zlozone zerowego rzedu

Skladaja sie z dwoch plytek wielorzedowych sklejonych tak, aby ich osie
szybkie byly wzgledem siebie prostopadte. Dzigki temu duze opdznie-
nia w obu elementach niemal catkowicie si¢ znosza, a wynikowa roznica
faz odpowiada rzedowi zerowemu. laczy to zalety mechaniczne plytek
grubych z dobra charakterystyka spektralna ptytek cienkich.

W ukladach wymagajacych poprawnej pracy w bardzo szerokim zakresie
dlugosci fal (np. $wiatlo biale) tradycyjne plytki krystaliczne okazuja sie nie-
wystarczajace ze wzgledu na dyspersje. W takich przypadkach stosuje sie romb
Fresnela (rys. 8.9). Jego dzialanie opiera si¢ na dwukrotnym calkowitym we-
wnetrznym odbiciu Swiatta od granicy krysztal-powietrze. Odpowiednie dobra-
nie kata padania sprawia, ze kazde odbicie wprowadza faze 7/4, co lacznie daje
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Rysunek 8.9: Romb Fresnela. Przesuniecie fazowe zachodzi tu podczas catko-
witego wewnetrznego odbicia, co zapewnia niemal calkowita achromatycznosé
elementu.

op6Znienie ¢wieréfalowe (m/2), ktére w szerokim zakresie dlugosci fali zalezy
niemal wylacznie od geometrii elementu.

Przyrzadem o jeszcze wiekszej elastycznosci jest kompensator Babineta
(rys. 8.10). Sklada sie on z dwéch klinéw wykonanych z krysztalu dwéjlomnego

| °

g

Rysunek 8.10: Kompensator Babineta. Wzajemny przesuw dwoéch klindéw kry-
stalicznych o prostopadtych osiach optycznych umozliwia uzyskanie dowolnej
roznicy drog optycznych dla obu sktadowych polaryzacyjnych.

o wzajemnie prostopadlych osiach optycznych. Przesuwajac jeden klin wzgledem
drugiego, mozemy w sposob ciagly zmienia¢ wypadkows rdéznice drog optycz-
nych dla obu sktadowych polaryzacyjnych. Dzigki temu kompensator Babineta
pozwala na precyzyjne wprowadzenie (lub zmierzenie) dowolnego przesuniecia
fazy w wybranym punkcie wiazki.

8.5 Aktywnos¢ optyczna
Aktywno$¢é optyczna jest zjawiskiem polegajacym na stopniowym skrecaniu
plaszczyzny polaryzacji Swiatla podczas jego przejécia przez oérodek materialny.

Zjawisko to, zaobserwowane po raz pierwszy w 1811 roku przez Frangois Arago,
zwiazane jest z brakiem symetrii lustrzanej budowy okreslonych zwiazkow, czyli
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tzw. chiralnoscia. W przypadku takich molekul naturalng baza do rozwazania
propagacji Swiatla nie jest polaryzacja liniowa, lecz polaryzacja kotlowa. Wynika
to z faktu, ze to wlasnie fale spolaryzowane kolowo stanowia mody wlasne
ofrodka chiralnego. Chiralna struktura materii (przypominajaca mikroskopijne
sprezyny) oddziatuje inaczej z polem elektrycznym wirujacym zgodnie z jej skre-
tem, a inaczej z polem wirujacym przeciwnie. W efekcie kazda ze sktadowych
kolowych odczuwa inny wspdlezynnik zalamania (ny # n_), co prowadzi do na-
rastania réznicy faz miedzy nimi w miare postepu fali. Sam material, w ktorym
dochodzi do tego typu oddzialywania, cechuje si¢ dwédjlomnoscia kotowa.
Aby przedstawié¢ to zagadnienie w sposob ilosciowy, rozwazmy $wiatto spo-
laryzowane poczatkowo wzdtuz kierunku x, rozchodzace sie wzdtuz osi z:

E(Z, t) — XE(()+)ei(kz—wt)

2 . _ ; .
_ V2 (X\%y X¢§Zy> B eithz—wt) (8-22)

2

_ Elé+)a,+ei(kz—wt) + El(()‘i‘)a,_ei(kz—wt))

gdzie oy = (x+iy)/V/2 oraz o_ = (x —iy)/\/2 sa wersorami odpowiadajacymi
polaryzacji kotowej odpowiednio lewo- i prawoskretnej, zas E’ (()H = E(()+)/ V2.
Roéwnanie (8.22) pokazuje, ze polaryzacje liniowa mozna przedstawié jako super-
pozycje dwoch ortogonalnych polaryzacji kotowych o identycznych amplitudach
i fazach.

Zalézmy teraz, ze Swiatlo porusza sie przez osrodek cechujacy sie dwéjtom-
noscia kotowa, w ktérym wspoétczynniki zalamania dla kazdej ze skladowych
kolowych wynosza ny = 4+ An. Podstawiajac te zaleznosci do réwnania (8.22),
otrzymujemy postaé¢ pola po przebyciu drogi z:

E(Z, t) — E(()+)o,+ei(n+koz—wt) + E(g*)o__ei(n_koz—wt)

— @U+eiAnkozei(ﬁkoz—wt) + @J_e—iAnkozei(ﬁkgz—wt) (823)

V2 V2

= Ej [x cos(Ankoz) — ysin(Ankgz)] et (PFoz=wt),

7 powyzszych rozwazan wynika, ze pole elektryczne pozostaje spolaryzowane
liniowo, jednak kierunek jego drgan ulega obrotowi. Skrecenie to jest tym wiek-
sze, im dluzsza droge pokonuje swiatto w osrodku i im silniejsza jest jego dwdj-
tomno$¢ kotowa. W ogdlnosci kat skrecenia plaszczyzny polaryzacji 8 dany jest
zaleznodcia:

TAz

0

0 = koAzAn =

(ny —n_). (8.24)

W zaleznoéci od tego, czy ny. > n_ czy ny < n_, méwimy o substancjach odpo-
wiednio prawoskretnych lub lewoskretnych. Warto zaznaczy¢, ze kat skrecenia
zalezy od dlugosci fali $wiatla (zjawisko dyspersji rotacyjnej), co sprawia, ze
przy uzyciu $wiatla bialego roztwory aktywne optycznie wykazuja mieniace sig¢
barwy.
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Dygresja

Jednym z najwazniejszych zastosowan praktycznych dwéjlomnodci jest mi-
kroskopia polaryzacyjna. Technika ta polega na umieszczeniu badanej
prébki pomiedzy dwoma skrzyzowanymi polaryzatorami (polaryzatorem i
analizatorem). W ukladzie bez prébki lub przy prébce catkowicie izotropo-
wej, pole fali po przejsciu przez pierwszy polaryzator jest prostopadle do osi
drugiego, co zgodnie z prawem Malusa skutkuje catkowitym wygaszeniem
Swiatla.

Jesli jednak prébka wykazuje lokalng dwéjtomnosé (liniowa lub kotowa),
stan polaryzacji fali ulega zmianie — powstaje sktadowa pola rownolegta
do osi analizatora, ktéra zostaje transmitowana do detektora. Dzieki temu
mikroskopia polaryzacyjna pozwala na niezwykle precyzyjna wizualizacje
wewnetrznych struktur prébek anizotropowych, takich jak krysztaty, mi-
neraly, polimery czy wlokna biologiczne, ujawniajac ich orientacje krysta-
lograficzng oraz lokalne naprezenia.

8.6 Wymuszone efekty optyczne

Oprécz dwéjtomnosci naturalnej, wynikajacej z anizotropii struktury krystalicz-
nej, istnieje szereg zjawisk fizycznych, w ktérych dwédjtomnosé jest indukowana
przez czynniki zewnetrzne. Z punktu widzenia optyki krysztaléw, zjawiska te
opisuje si¢ jako modyfikacje ksztaltu lub orientacji elipsoidy wspélczynnikéw
zalamania pod wplywem zewnetrznych pél mechanicznych lub elektrycznych.
W osrodku elipsoida wspélczynnika zalamania jest sfera; oddzialywanie ze-
wnetrzne deformuje ja, nadajac jej cechy elipsoidy o réznych pélosiach.

8.6.1 Fotoelastycznosé

Sztucznie wywolana dwéjlomnosé, powstajaca pod wplywem naprezen mecha-
nicznych w osrodku pierwotnie izotropowym, nosi nazwe fotoelastycznosci.
Zjawisko to pojawia sig, gdy do materialu (np. szkla lub polimeru) przykla-
dane sa sily zewnetrzne, powodujace lokalne odksztalcenia sieci lub tancuchdéw
czasteczkowych. Prowadzi to do zmiany rozktadu gestosci elektronowej, co ob-
jawia sie zmiang wartosci gléwnych wspoélczynnikow zatamania.

Réznica wspdlczynnikéw zalamania dla sktadowych polaryzacyjnych drgaja-
cych réwnolegle i prostopadle do kierunku naprezenia opisana jest przez prawo
Brewstera:

An = Co, (8.25)

gdzie o jest wartoscia przylozonego naprezenia (lub réznica naprezen gtéwnych),
a C jest stala elastooptyczng (stala Brewstera), zalezna od modulu sprezy-
stosci i podatnosci polaryzacyjnej materiatu.
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Fotoelastyczno$é znajduje szerokie zastosowanie w wizualizacji rozktadu na-
prezen w inzynierii materialowej. Dzieki tej technice mozliwe jest precyzyjne
wskazanie miejsc koncentracji naprezen poprzez obserwacje prazkéw interferen-
cyjnych w Swietle spolaryzowanym, co jest kluczowe dla projektowania bezpiecz-
nych komponentéw mechanicznych oraz w medycynie (np. analiza obciazei w
protetyce).

8.6.2 Efekty elektrooptyczne: Kerra i Pockelsa

Zjawiskami, w ktoérych dochodzi do indukowania dwédjlomnosci liniowej przez
zewnetrzne pole elektryczne Ey sa zjawiska elektrooptyczne. Ich fizyczna
natura wiaze sie z polaryzacja elektronowa lub, w przypadku cieczy, z reorien-
tacja molekul posiadajacych trwaly moment dipolowy.

Jezeli indukowana anizotropia zalezy od kwadratu natezenia przylozonego
pola elektrycznego, zjawisko nazywamy efektem Kerra (John Kerr 1824-
1907). Zmiana wspoélezynnika zalamania dana jest wzorem:

An = NKE?, (8.26)

gdzie K oznacza stala Kerra, a \g jest dlugoscia fali w prézni. Poniewaz jest to
efekt trzeciego rzedu (X(?’), patrz rodzial 10), wystepuje on w kazdym osrodku,
réwniez w gazach i cieczach izotropowych (np. nitrobenzenie).

W krysztalach dielektrycznych pozbawionych $rodka symetrii dominuje
zazwyczaj liniowy efekt Pockelsa (Friedrich Pockels 1865-1913). Jest to efekt
drugiego rzedu (), w ktérym indukowana dwéjlomnoéé zalezy liniowo od
przyltozonego pola FEj:

An = n3r;;E;, (8.27)

gdzie n, jest wspélczynnikiem zalamania promienia zwyczajnego, a r;; oznacza
odpowiedni element tensora elektrooptycznego (np. g3 dla krysztaléw grupy
42m, takich jak KDP). Brak symetrii inwersji jest warunkiem koniecznym wy-
stapienia tego zjawiska.

Wywolana przez pole elektryczne réznica faz Ay po przebyciu przez Swiatto
drogi L w krysztale wynosi:

Ap = @An. (8.28)
Ao

Przy réznicy faz wynoszacej m (warunek plytki péifalowej), uktad umieszczony
miedzy skrzyzowanymi polaryzatorami staje si¢ transparentny, co pozwala na
konstrukcje ultraszybkich modulatoréw natezenia $wiatla.

Dygresja: Modulatory elektrooptyczne

Kluczowym zastosowaniem zjawisk elektrooptycznych sa modulatory elek-
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trooptyczne. Pozwalaja one na zmiane stanu polaryzacji Swiatta z cze-
stotliwosciami rzedu dziesiatek gigahercéw (GHz). Umozliwia to generacje
impulséw o czasie trwania rzedu pikosekund oraz precyzyjne kodowanie
informacji w fazie lub amplitudzie fali Swietlnej.

Wspodlczesna telekomunikacja $wiatlowodowa opiera si¢ na modulato-
rach zintegrowanych (np. interferometrach Macha-Zehndera opartych na
efekcie Pockelsa). Pozwalaja one na ekstremalnie geste upakowanie da-
nych przy jednoczesnym wyeliminowaniu zaklécen elektromagnetycznych,
ktore sa problemem w tradycyjnej elektronice. Dzieki technikom multi-
pleksowania z podziatlem dlugosci fali , kazde wiékno swiattowodowe moze
transmitowaé setki niezaleznych kanaléw informacyjnych.

8.6.3 Efekt Faradaya

Efekt Faradaya (Michael Faraday 1791-1867) jest zjawiskiem polegajacym na
indukcji dwéjlomnosei kotowej w osrodku pod wplywem zewnetrznego, podtuz-
nego pola magnetycznego. Powstala réznica faz, jaka nabywaja sktadowe ko-
towe fali (lewo- i prawoskretna), prowadzi do wypadkowego skrecenia plaszezy-
zny polaryzacji $wiatla. Z mikroskopowego punktu widzenia pole magnetyczne
oddzialuje z elektronami materialu poprzez sile Lorentza, co modyfikuje ich
drgania w sposob zalezny od skretnosci fali. W rezultacie kazda ze sktadowych
kotowych ,odczuwa” nieco inny wspélezynnik zalamania (ny # n_).

Fundamentalna cecha odrézniajaca to zjawisko od naturalnej aktywnosci
optycznej jest jego nieodwracalno$¢. Oznacza to, ze zwrot obrotu plaszczyzny
polaryzacji zalezy wytacznie od kierunku linii pola magnetycznego, a nie od
kierunku propagacji fali. Jesli Swiatto po przejéciu przez osrodek zostanie odbite
i wréci przez ten sam material, kat skrecenia nie wyzeruje si¢ (jak w przypadku
chiralnosci naturalnej), lecz ulegnie podwojeniu.

W najbardziej ogélnym przypadku kat skrecenia plaszczyzny polaryzacji 6
dany jest zaleznoscia:

0 = VByAz, (8.29)

gdzie By indukcja pola magnetycznego przykladanego do osrodka, a wielkosé
V' jest stala materialowa zwang stala Verdeta, charakteryzujaca odpowiedz
oérodka na pole magnetyczne. Stata Verdeta ta zalezy od dlugosci fali swiatta
(dyspersja stalej Verdeta) oraz temperatury. Zazwyczaj V jest proporcjonalna
do dyspersji wspdlezynnika zalamania dn/d\, co sprawia, ze efekt jest szczegdl-
nie silny w poblizu krawedzi pasma absorpcji materiatu.

Jednym z najwazniejszych zastosowan tego zjawiska sa izolatory optyczne.
Sa to uktady skladajace sie z krysztalu (np. granatu terbowo-galowego) umiesz-
czonego w silnym polu magnetycznym pomiedzy dwoma polaryzatorami, kté-
rych osie sa wzgledem siebie skrecone o kat 45° (7/4). Dlugos$é krysztalu jest
tak dobrana, aby w danym polu plaszczyzna polaryzacji skrecila sie doktad-
nie o 45°. Swiatlo biegnace w kierunku uprzywilejowanym przechodzi przez
pierwszy polaryzator, zostaje skrecone o 45° w krysztale i dzigki temu trafia
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Rysunek 8.11: Zasada efektu Faradaya. Skrecenie plaszczyzny polaryzacji fali
liniowo spolaryzowanej podczas propagacji wzdtuz linii zewnetrznego pola ma-
gnetycznego.
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idealnie w 0$ przepuszczania drugiego polaryzatora. Sytuacja zmienia sie ra-
dykalnie dla fali biegnacej w strone przeciwna (np. odbitej od dalszych czesci
uktadu). Ze wzgledu na nieodwracalno$é efektu Faradaya, swiatlo wracajace
zostaje skrecone o kolejne 45° w tym samym zwrocie. W efekcie pada ono na
polaryzator wejéciowy pod katem 90° wzgledem jego osi przepuszczania i zgod-
nie z prawem Malusa [réwnanie (8.15)] zostaje calkowicie wygaszone. Izolatory
te sa niezbedne w systemach laserowych o duzej mocy, chroniac zrédlo przed
szkodliwym wpltywem odbi¢ wstecznych.

Dygresja

Szczegdlna forma opisywanego zjawiska jest tzw. nieliniowy efekt Fara-
daya. Zachodzi on, gdy skrecenie plaszczyzny polaryzacji zaczyna zaleze
od natezenia samego Swiatla (optyczne zjawiska nieliniowe zostana szcze-
g6lowo oméwione w rozdziale 10). W okreslonych gazach, takich jak pary
metali alkalicznych, efekt ten moze by¢ o wiele rzedéw wielkosci silniejszy
niz w ciatach statych.

Tak czuta zaleznos¢ kata skrecenia od pola magnetycznego stanowi fun-
dament magnetometrii optycznej. Jest to obecnie najczulsza metoda
pomiaru statych i wolnozmiennych pél magnetycznych, pozwalajaca osiagac
czutoéé rzedu pojedynczych femtotesli (1071° T). Znajduje to zastosowanie
w biomagnetyzmie (np. nieinwazyjne badanie aktywnosci magnetycznej
serca i mozgu), defektoskopii przemystowej, a nawet w fundamentalnych
badaniach z zakresu fizyki czastek elementarnych i poszukiwan ciemnej
materii.

8.7 Podsumowanie rozdzialu

Niniejszy rozdziat stanowit rygorystyczne wprowadzenie do opisu polaryzacji
Swiatla jako fali poprzecznej, laczac matematyczne formalizmy Jonesa i Sto-
kesa z fizyczna natura oddzialywania fali z materia. Przeanalizowano procesy
prowadzace do polaryzacji $wiatla, takie jak odbicie pod katem Brewstera, roz-
praszanie oraz dwdjlomnoséé¢ krystaliczng opisana za pomoca elipsoidy wspot-
czynnika zalamania, a takze metody manipulacji faza sktadowych przy uzyciu
plytek fazowych i kompensatorow. Calo$é zamknela analiza efektéw wymuszo-
nych (fotoelastycznodci oraz zjawisk elektro- i magnetooptycznych), ktére uka-
zuja mozliwosci dynamicznego sterowania $wiattem, znajdujace zastosowanie w
nowoczesnej telekomunukacji $wiattowodowej oraz precyzyjnej metrologii.

Zadania

8.1. Opisz stan polaryzacji (rodzaj polaryzacji, skretnosé, orientacje) dla kaz-
dej z nastepujacych fal:

(a) E =xFEjcos(kz — wt) — yEqcos(kz — wt),
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8.2.

8.3.

8.4.

8.5.

8.6.

8.7.

8.8.

(b) E = xFEysin[2n(z/\ — vt)] — yEp sin[27(z/\ — vt)],
(¢) E =xEysin(kz —wt) — yEgsin(kz — wt — 7/4),
(d) E =xFycos(kz —wt) — yEg cos(kz — wt + 7/2).

Wyznacz orientacje osi gléwnej polaryzacji eliptycznej oraz stopien elip-
tycznosci $wiatta dla nastepujacych wektoréow Jonesa:

(a) A=B= 12 oraz p = 0,

(b) A:B:%orazgpzwﬂ7

(c) A:%,B:?orazgp:w/él.

S

Znajdz wektor Jonesa Eo przedstawiajacy stan polaryzacji ortogonalny do

polaryzacji:
1
B, = <_2Z.) |

Naszkicuj oba stany polaryzacji na plaszczyznie poprzeczne;j.

Swiatlo spolaryzowane wzdluz kierunku z przechodzi przez dwa polary-
zatory, ktoérych osie zorientowane sg wzgledem polaryzacji poczatkowej
pod katem 6; = 45° oraz 63 = 90°. Oblicz amplitude pola elektrycz-
nego swiatta za tym ukladem oraz poréwnaj wynik z sytuacja, w ktérej
w ukladzie znajduje sie tylko drugi polaryzator ustawiony pod katem 90°
do polaryzacji wejsciowej.

Swiatlo niespolaryzowane pada na uklad trzech polaryzatoréw, ktérych
kierunki optyczne tworza katy 67 = 40°, 6 = —20° oraz 63 = 40° z
kierunkiem osi y. Jaki procent poczatkowego natezenia Swiatla zostanie
przepuszczony przez ten uklad?

Chcemy obrécié¢ kierunek polaryzacji swiatla spolaryzowanego liniowo o
90° za pomocy polaryzatoréw liniowych.

(a) Ile co najmniej polaryzatoréw nalezy uzy¢, aby osiagnaé ten cel?

(b) Ile polaryzatoréw nalezy uzy¢, aby natezenie wiazki wyjsciowej byto
wigksze niz 60% natezenia wiazki padajacej?

Swiatlo spolaryzowane liniowo pod katem 45° pada na pionows plaszczy-
zne szklang pod katem 6; = 80°. Korzystajac z formalizmu Jonesa i wsp61i-
czynnikéw Fresnela, okresl stan polaryzacji $wiatta po odbiciu. Przyjmij
wspélczynnik zatamania szkla n = 1,5.

Plytka ¢éwieréfalowa dla niebieskiego $wiatta o dtugodci fali A = 434,0 nm
ma by¢ wykonana z kwarcu. Wspélczynniki zalamania dla promienia zwy-
czajnego i nadzwyczajnego wynosza odpowiednio 1,55396 oraz 1,56340.
Oblicz minimalng grubosé¢ plytki niezbedna do uzyskania zalozonej roz-
nicy faz.
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8.9.

8.10.

8.11.

8.12.

8.13.

8.14.

8.15.

8.16.

8.17.

Materiat optyczny wykazuje wspoétczynniki zatamania n, = 1,55335 oraz
ne = 1,54424.

(a) Oblicz grubosci plytek potfalowej i éwieréfalowej dla $wiatla o diu-
gosci fali Ay = 780 nm.

(b) Oblicz grubosé plytki, ktéra bedzie pelnita role plytki péifalowej
jednoczesnie dla $wiatla czerwonego (A\; = 670 nm) i niebieskiego
(A2 = 450 nm).

Pryzmat Wollastona wykonano z krysztatu o wspélczynnikach n, = 1,658
oraz ne = 1,486. Kat ciecia obu pryzmatéw wynosi o = 15°. Narysuj
bieg promieni w pryzmacie i po wyjsciu z niego oraz oblicz kat separa-
¢ji pomiedzy promieniem zwyczajnym i nadzwyczajnym po opuszczeniu
uktadu.

Oblicz kat € ostrej krawedzi rombu Fresnela wykonanego ze szkla o n =
1,51, tak aby po dwoch catkowitych wewnetrznych odbiciach dwie prosto-
padle skladowe polaryzacyjne nabyly réznicy faz 7 /2.

Aktywnosé optyczna sacharozy w wodzie przy A = 589,3 nm wynosi 66,45°
dla 10 em kolumny roztworu o stezeniu 1 g/cm3. Wiazka $wiatla pada na
komore o dtugoéci 1 m zawierajaca 1000 cm?® roztworu, w ktérym rozpusz-
czono 10 g sacharozy. Wyznacz kat skrecenia plaszczyzny polaryzacji na
wyjsciu z kolumny.

Wiazka $wiatta charakteryzuje sie natezeniem catkowitym Iy. Po przej-
$ciu przez idealny polaryzator liniowy o osi poziomej zmierzone natezenie
wynosi 0,71y, a po przejsciu przez polaryzator o osi pod katem 45° wynosi
0,61y. Wyznacz parametry Stokesa tej wiazki, wiedzac, ze nie posiada ona
sktadowej kotowej.

Swiatlo niespolaryzowane przechodzi kolejno przez polaryzator liniowy o
osi pionowej oraz plytke éwieréfalowa o osi szybkiej zorientowanej pod
katem 45° do pionu. Korzystajac z macierzy Miillera, wyznacz wektor
Stokesa wiazki wyjéciowej i opisz jej stan polaryzacji.

Przedstaw na sferze Poincarégo ewolucje stanu polaryzacji swiatlta po-
czatkowo spolaryzowanego liniowo poziomo podczas przejscia przez plytke
¢wieréfalowa, ktorej o$ szybka jest obrocona o kat 45° wzgledem poziomu.

Oblicz natezenie pola magnetycznego wymagane do obrotu plaszczyzny
polaryzacji o 45° w precie szklanym o ditugosci 5 cm, jedli stata Verdeta
materialu wynosi V' = 160 rad/(T-m).

Krysztal niobianu litu o grubosci 10 mm wykazuje staty elektrooptyczna
r = 30-10712 m/V. Przyjmujac n, ~ 2,3, oblicz napigcie pétalowe V;,
przy ktérym indukowana przez pole elektryczne réznica faz miedzy skla-
dowymi wyniesie doktadnie 7.
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8.18. Wiazka $wiatla jest mieszaning $wiatta niespolaryzowanego i spolaryzowa-
nego kotowo. Po przejéciu przez idealna plytke ¢wieréfalows i obracajacy
si¢ polaryzator liniowy, zmierzone natezenie maksymalne jest trzykrotnie
wieksze od minimalnego. Oblicz stopien polaryzacji V), pierwotnej wigzki.
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Rozdziat 9

Model Lorentza

9.1 Wprowadzenie

Zanim przystapimy do szczegélowej analizy mechanizméw emisji Swiatla, mu-
simy poczyni¢ istotne zastrzezenie metodologiczne. Calo$¢ ponizszych rozwazan
opiera sie na gruncie elektrodynamiki klasycznej, w ktérej promieniowanie
elektromagnetyczne ma charakter ciaglej fali generowanej przez przyspieszajace
ladunki. Cho¢ opis ten doskonale wyjasnia zjawiska makroskopowe (takie jak
dzialanie anten czy klasyczna dyspersje), fizyka w skali mikroskopowej rzadzi
sie¢ prawami mechaniki kwantowej. Zgodnie z teorig kwantowa, emisja $wiatla
nie zachodzi w sposoéb ciagly, lecz dyskretny, jako emisja pojedynczych fotondw,
towarzyszaca przeskokom (tzw. przejéciom kwantowym) elektronéw pomiedzy
okreslonymi stanami energetycznymi w atomie. Pelne i spdjne potaczenie tych
dwoéch $wiatéw zapewnia elektrodynamika kwantowa. Na tym etapie po-
zostaniemy jednak przy formalizmie klasycznym, ktéry stanowi fundament dla
zrozumienia oddzialywania $wiatla z materia.

9.2 Emisja fali przez tadunek elektryczny

9.2.1 kLadunek w spoczynku lub poruszajacy sie ruchem
jednostajnym prostoliniowym

Zgodnie z elektrodynamika klasyczna fundamentalnym zrédlem pola elektro-
magnetycznego sa tadunki elektryczne. Rozwazmy w pierwszej kolejnosci spo-
czywajacy tadunek punktowy i przeanalizujmy, czy moze on by¢ Zrodlem fali
elektromagnetycznej. Ladunek taki wytwarza wokét siebie statyczne pole elek-
trostatyczne (kulombowskie), nie generuje natomiast pola magnetycznego. Po-
niewaz rozklad pola elektrostatycznego nie wykazuje zmiennoéci czasowej, uktad
ten nie emituje fali elektromagnetyczne;j.

Analogiczne wnioski ptyna z analizy tadunku poruszajgcego si¢ ruchem jed-
nostajnym prostoliniowym. Chociaz tadunek taki jest zrédlem pola elektrycz-
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Rysunek 9.1: Orientacje przestrzenne pola elektrycznego i magnetycznego wy-
twarzanego przez ujemnie natadowana czastke poruszajaca sie ruchem prostoli-
niowym z przyspieszeniem a (a) oraz przekrdj przez profil przestrzenny emisji
promieniowania (b).

nego oraz stalego pola magnetycznego (Scisle zwiazanego z jego ruchem), to
pola te nie wykazuja zmiennosci czasowej w ukladzie wspoélporuszajacym sie z
tadunkiem. Oznacza to, ze ruch jednostajny réwniez nie prowadzi do emis;ji fali
elektromagnetyczne;j.

Powyzsze rozwazania prowadza do fundamentalnego wniosku: zrodlem fali
elektromagnetycznej moga by¢ wylacznie tadunki poruszajace sie ruchem zmien-
nym, przy czym przyspieszenie to moze wynikaé ze zmiany zaréwno wartosci,
jak i kierunku wektora predkosci. W dalszej czesci rozdzialu przeanalizujemy
klasyczne scenariusze ruchu tadunku elektrycznego skutkujace emisjg promie-
niowania.

9.2.2 Emisja fali przez ladunek rozpedzany liniowo

Jezeli czastka natladowana porusza sie ruchem prostoliniowym z przyspieszeniem
a, to generowane przez nia pola elektryczne i magnetyczne wykazuja zmiennosé
CZasoOwg.

Aby intuicyjnie zrozumieé fizyczny mechanizm tej emisji, wyobrazmy sobie
linie pola elektrycznego spoczywajacej czastki jako radialne linie rozchodzace
sie rownomiernie we wszystkich kierunkach. Gdy czastka zostaje nagle przy-
spieszona w krotkim przedziale czasu 6t, informacja o zmianie jej polozenia nie
rozchodzi sie¢ w przestrzeni natychmiastowo, lecz propaguje si¢ na zewnatrz z
predkoscia swiatlta ¢. W rezultacie na liniach pola powstaje poprzeczne zabu-
rzenie (zalamanie w ksztalcie linii), ktére rozchodzi sie¢ w formie rozszerzajacej
sie sferycznej powloki o grubosci cdt. To wlasnie ta poprzeczna, czyli styczna do

227



czola fali skladowa pola elektrycznego, oznaczana na rys. 9.1(a) jako E;, stanowi
pole promieniowania. Analiza geometryczna tego zatamu pokazuje, ze stosunek
natezenia pola poprzecznego E; do pola radialnego (normalnego do czola fali,
oznaczanego jako E,.) ro$nie proporcjonalnie do odleglosci R od zrédia. W kon-
sekwencji, o ile statyczne pole bliskie czastki E, zanika szybko jak 1/R2, o tyle
pole promieniowania E; maleje znacznie wolniej, tj. proporcjonalnie do 1/R, co
umozliwia transport energii na nieskonczone odleglosci.

Interpretacja ta bezposrednio ttumaczy rozmieszczenie przestrzenne genero-
wanych pol. Dla kierunku zgodnego z osia przyspieszenia czastki linie pola nie
ulegaja poprzecznemu przesunieciu i zalamanie nie powstaje. Oznacza to caltko-
wity brak poprzecznej skladowej pola elektrycznego (E; = 0) wzdluz osi ruchu.
Najsilniejszy zatam linii pola pojawia si¢ pod katem prostym do osi przyspie-
szenia, gdzie poprzeczne ,szarpniecie” linii jest najglebsze, dajac maksymalna
amplitude pola E;.

Z kolei ruch czastki naladowanej ze zmienna predkosciag stanowi prad elek-
tryczny o natezeniu zmiennym w czasie. Zgodnie z prawem Ampere’a-Maxwella,
ten zmienny prad oraz towarzyszace mu zmienne pole elektryczne indukuja po-
przeczne pole magnetyczne fali promieniowania B;. Linie sit tego pola ukladaja
sie w zamknigte okregi wspoélosiowe z kierunkiem ruchu czastki (maja charakter
azymutalny), a ich amplituda w prézni jest $ciSle zwigzana z polem elektrycz-
nym relacja Ey = cBy.

Wzajemne sprzezenie tych czasowo zmiennych, ortogonalnych pdél prowadzi
do formowania sie samodzielnej fali elektromagnetycznej, ktéra odrywa sie od
tadunku i rozchodzi w przestrzeni. Poprzeczny charakter obu pdl sprawia, ze
dla predkosci nierelatywistycznych strumien energii fali (opisywany wektorem
Poyntinga S = I%OE x B) jest najsilniej emitowany w kierunkach prostopadiych
do osi ruchu czastki. Tworzy to przestrzenny rozktad gestosci emitowanej mocy
promieniowania o charakterystycznym ksztalcie torusa (obwarzanka), co zostalo
graficznie zilustrowane na przekroju bryly promieniowania na rys. 9.1(b). Zgod-
nie z tym modelem, w kierunku wyznaczonym przez o§ przyspieszenia nie jest
emitowana zadna energia.

9.2.3 Promieniowanie synchrotronowe

Promieniowanie elektromagnetyczne emituje réwniez tadunek poruszajacy sie z
niezmienna szybkoécia v, ktorego wektor predkosci v zmienia jednak kierunek.
Przyktadem takiego procesu jest ruch po okregu. W uktadzie wlasnym tadunek
emituje promieniowanie prostopadle do wektora przyspieszenia dosrodkowego
a (rys. 9.1(a)). Jednakze po przejéciu do laboratoryjnego ukladu odniesienia
taka geometria emisji promieniowania musi zostaé przetransformowana do no-
wego ukladu. W przypadku nierelatywistycznym ksztalt emisji pozostaje w
zasadzie niezmieniony. W rezimie relatywistycznym rozklad ten nalezy prze-
ksztalci¢ za pomoca transformacji Lorentza. Zgodnie z nia poczatkowa syme-
tria wzgledem wektora przyspieszenia ulega zmianie i emisja zaczyna wykazywaé
bardziej kierunkowy charakter (rys. 9.2). W szczegélnosci wskutek efektéw re-
latywistycznych obszar emisji przesuwa si¢ w strone wektora predkosci czastki,
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Rysunek 9.2: Emisja promieniowania elektromagnetycznego przez relatywi-
styczny elektron rozpedzony w akceleratorze pierscieniowym (synchrotronie).
Zielony torus pokazuje kierunek emisji w ukladzie wlasnym elektronu, za$ nie-
bieski stozek emisje kierunkowa po przetransformowaniu do laboratoryjnego
uktadu odniesienia.

a rozbiezno$¢ emitowanego promieniowania drastycznie maleje wraz ze wzro-
stem predkosci ladunku. Kat rozbieznosci tej emisji jest determinowany przez
bezwymiarowy parametr 1/, (okrelajacy polowe kata rozwarcia stozka pro-
mieniowania), gdzie vy, = 1/4/1 — (v/c)? jest czynnikiem Lorentza.

Szczegdlnym przypadkiem opisanego procesu jest promieniowanie syn-
chrotronowe. Promieniowanie takie emitowane jest przez czastki natadowane
podczas zakrzywiania ich torow w akceleratorach kotowych lub w kosmosie, w
obecnosci naturalnych, bardzo silnych p6l magnetycznych. Jest to promienio-
wanie wysokoenergetyczne, ktorego czesto$é i natezenie moga by¢ kontrolowane
zaréwno przez dobor parametréow rozpedzonych czastek, jak i przez zmiane kata
obserwacji. Jednym z zastosowan tego typu promieniowania jest krystalografia
biatek, gdyz promieniowanie synchrotronowe cechuje si¢ wystarczajaco krotka
dlugoécia fali, by mozliwe bylo badanie dyfraktograméw takich molekut i odzy-
skiwanie na ich podstawie informacji o rozmieszczeniu atoméw w molekule. W
astrofizyce powszechnie przyjmuje sie, ze to wlasnie ten mechanizm jest odpo-
wiedzialny za tak silna emisje promieniowania z kwazaréw.

Dygresja

Interesujacym przyktadem doswiadczenia, w ktérym dochodzi do oddzia-
tywania relatywistycznych czastek z promieniowaniem elektromagnetycz-
nym, jest przygotowywany w CERN projekt Gamma Factory. W ra-
mach tego projektu silnie zjonizowane (majace zaledwie kilka elektronéw
na najbardziej wewnetrznych powlokach), ciezkie jony sa rozpedzane do
predkosci bliskich predkosci §wiatla, a nastepnie osSwietlane spéjna wiazka
Swiatta laserowego. Poniewaz energia wiazania elektronéw na najbardziej
wewnetrznych powlokach jest ogromna, jonoéw tych nie mozna wzbudzi¢
tradycyjnymi metodami optycznymi. Relatywistyczny ruch jonéw spra-
wia jednak, ze we wlasnym ukladzie odniesienia energia oswietlajacego
promieniowania zostaje znaczaco zwiekszona przez relatywistyczny efekt
Dopplera. Transformacja Lorentza pomiedzy ukladem laboratoryjnym a
uktadem wlasnym jonu zwieksza energie fotonu docierajacego do jonu o
czynnik (1 + B)vr = 2y (gdzie f = v/c ~ 1). W konsekwencji mozliwe
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staje sie wzbudzenie bardzo energetycznych przej$¢ w jonach nawet za po-
moca standardowego Swiatta laserowego. Co wiecej, poniewaz wzbudzone
jony powracaja do stanu podstawowego w skonczonym czasie, emituja wow-
czas promieniowanie. W ukladzie wlasnym jonu emisja ta bedzie zgodna
z charakterystyka promieniowania dipolowego, jednakze transformacja do
uktadu laboratoryjnego sprawi, ze emitowane promieniowanie bedzie ukie-
runkowane w podobny sposéb jak w przypadku promieniowania synchro-
tronowego (rys. 9.2), tj. w strone wektora predkosci jonu. Dodatkowo
transformacja do laboratoryjnego uktadu odniesienia ponownie przeskaluje
te energie o czynnik ~ 2y dla fotonéw emitowanych w kierunku zgod-
nym 7z wektorem predkosci jonu. W ten sposéb energia fali rozproszonej
wzdtuz kierunku ruchu jonu bedzie 497 razy wigksza od energii fali pada-
jacej. Oznacza to, ze w akceleratorze LHC, gdzie czynnik Lorentza moze
dochodzié¢ nawet do 4000, mozna osiagnac energie kilkudziesieciu megaelek-
tronowoltow, rozpraszajac wstecznie fotony o energii rzedu 2 eV.

W poréwnaniu z innymi sztucznymi zrédtami promieniowania gamma,
Gamma Factory umozliwia generowanie wysokoenergetycznego, bardzo in-
tensywnego, a jednoczesnie przestrajanego (przez zmiang predkosci jondw i
kontrole czynnika Lorentza 1) promieniowania. Otwiera to pole dla wielu
ciekawych badan podstawowych, ale takze intrygujacych zastosowan.

9.2.4 Dipol elektryczny

Jeszcze innym przyktadem obiektu emitujacego promieniowanie elektromagne-
tyczne jest drgajacy dipol elektryczny. Jak mozna pokazaé poprzez analogie
do wczedniejszych rozwazan, jesli elektryczny moment dipolowy zmienia sie w
czasie, tzn. jesli tworzace go ladunki rozsuwaja sig, to ruch tadunkéw jest zréd-
dlem fali elektromagnetycznej. Fala ta jest emitowana prostopadle do wektora
przyspieszenia tadunkéw stanowigcych dipol, a sama emisja odbywa si¢ zgodnie
z profilem amplitudowym pokazanym na rys. 9.1(b). Srednia moc (P;) emito-
wana przez taki uktad w pelnym kacie brylowym wynosi:
Hopgwy

Fo) = Tome (0.1)
gdzie pg jest amplituda drgan momentu dipolowego, a wy oznacza czesto$¢ ko-
towa tych drgan. Zalezno$¢ mocy od czwartej potegi czestosci (wé) wyjasnia,
dlaczego dipole w skali mikroskopowej niezwykle wydajnie emituja $wiatto, pod-
czas gdy makroskopowe uktady radiowe wymagaja doprowadzania ogromnych
mocy i budowy bardzo duzych struktur nadawczych.

Dygresja
Drgajace dipole elektryczne sg m.in. wykorzystywane do wytwarzania fal

radiowych. W takim przypadku zrédlem fali sa swobodne elektrony w
przewodniku. Elektrony te, pod wplywem przylozonego do przewodnika
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napiecia, przesuwaja sie, tworzac dipol elektryczny (jonowa sie¢ krysta-
liczna pozostaje nieruchoma). Zmienno$é dipola, wywolywana modulacja
napiecia, powoduje powstanie zmiennego pola elektrycznego i magnetycz-
nego, a w konsekwencji emisje fali.

Optymalna dhugosé anten dipolowych jest réwna polowie dtugosci emi-
towanej fali (A\/2). Oznacza to, ze w zakresie uzywanych powszechnie w
przesziosci fal o czestotliwosci setek kilohercéw, konieczne bylo budowa-
nie anten o kilkusetmetrowej dtugosci. Co ciekawe jednak, w wielu przy-
padkach polowa takiej anteny byta zakopywana pod ziemia. Dzieki temu
wysoko$¢ anteny mogta by¢ o polowe nizsza.

Przez dtugie lata najwyzsza budowla na Swiecie byl wybudowany w
1974 roku maszt radiowy w Konstantynowie. Mial on wysokos$¢ 646 m, a
emitowany z niego sygnal radiowy o czestotliwosci 225 kHz odbierany byt
na calym $wiecie. Maszt ten jednak zawalil sie podczas remontu in 1991
roku. Jego odbudowa okazata si¢ nieoplacalna z uwagi na rozwdéj technologii
i rozpoczecie nadawania sygnatu radiowego w zakresie fal o czestotliwosci
ok. 90 MHz, ktére nie wymagaly budowy tak wysokich anten.

9.3 Model Lorentza

Szczegdlnym przykladem zjawiska, w ktérym dochodzi do powstania drgajacych
dipoli elektrycznych, jest oddzialywanie fali elektromagnetycznej z atomami.
Klasycznie zjawisko to modeluje sie przy pomocy tzw, modelu Lorentza. W
my$l tego modelu kazdy atom opisywany jest jako uktad zlozony z masywnego,
nieruchomego jadra o dodatnim tadunku elektrycznym oraz lekkich elektrondw,
ktére ulegaja wychyleniu ze swoich polozen rownowagi wskutek oddziatywania
z oscylujacym polem elektrycznym fali (rys. 9.3). To sprzezenie prowadzi do
wzglednego przesuniecia réznoimiennych tadunkéw, czyli do powstania induko-
wanych dipoli, ktérych momenty dipolowe d, zmieniajg si¢ w czasie zgodnie
z periodycznymi zmianami pola fali. Model ten, opracowany pod koniec XIX
wieku przez holenderskiego fizyka Hendrika Lorentza (Hendrik Lorentz 1853—
1928), stanowi podstawe klasycznego opisu oddzialywania $wiatla z materia i
pozwala na wyprowadzenie wielu wielkosci opisujacych propagacje $wiatta przez
osrodek od strony makroskopowe;j.

Aby precyzyjnie opisaé¢ to przejscie od mikroskopowych drgan do mierzal-
nych wielkosci fizycznych, musimy najpierw zestawic ze sobg dwa fundamentalne
sposoby opisywania materii. W klasycznej elektrodynamice Maxwella osrodki
materialne sa traktowane w sposéb ciagly. Ich odpowiedZ na fale elektroma-
gnetyczne charakteryzuje sie za pomocs parametréw makroskopowych, takich
jak podatno$¢ elektryczna y, przenikalnosé dielektryczna e oraz wspotczynnik
zalamania n. Z kolei w my$l zalozen modelu Lorentza, o$rodki te stanowia
zbiér mikroskopijnych dipoli elektrycznych, ktére drgaja w wyniku oddziatywa-
nia atoméw z oscylujacym polem elektrycznym F fali $wietlnej. Skutkiem tego
oddzialywania jest sila dzialajaca na elektrony:

F.=qE, (9.2)
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Rysunek 9.3: Schematyczna wizualizacja powstawania indukowanego dipola
elektrycznego w ramach klasycznego modelu Lorentza. W stanie réwnowagi,
przy braku zewnetrznego pola elektrycznego (E = 0), ,$rodek cigzkosci” (efek-
tywna pozycja ladunku) ujemnej chmury elektronowej pokrywa sie z dodatnio
natadowanym jadrem atomowym. Przylozenie zewnetrznego oscylujacego pola
elektrycznego powoduje deformacje chmury elektronowej i pojawienie sie mo-
mentu dipolowego atomu d, oraz sily, ktéra prébuje przywréci¢ uktad do stanu
réwnowagi Fj,. Rysunki (a)—(d) pokazuja kolejne etapy ewolucji takiego uktadu
wraz z silami ktore dzialaja w takim uktadzie. Prawa kolumna pokazuje jak
taki uktad modelowany jest jako mechaniczny uktad harmoniczny.
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gdzie ¢ jest tadunkiem elektrycznym. W naszych rozwazaniach, dla uproszcze-
nia ograniczymy sie jedynie do przypadku jednowymiarowego, w ktérym fali
Swietlna jest spolaryzowana liniowo w kierunku z. Rozsuniecie réznoimiennych
tadunkow elektrycznych powoduje pojawienie sie miedzy nimi sity elektrosta-
tycznej, ktéra w pierwszym rzedzie rozwiniecia przyjmuje postaé sity harmo-
nicznej:

Fh = —k‘q.'L‘, (9.3)

gdzie kq jest stala sprezystosci charakteryzujaca dany uktad.

W rzeczywistym osrodku oscylujacy elektron nieustannie traci swoja energie.
Proces ttumieniem, wynika z dwéch gtéwnych mechanizméw fizycznych: cia-
glego wypromieniowywania fal wtérnych przez przyspieszany ladunek (ttumienia
radiacyjnego) oraz zderzen elektronu z sasiednimi atomami, co prowadzi do
zamiany uporzadkowanej energii drgan elektronéw w nieuporzadkowane drania
sieci krystalicznej, czyli na cieplo (ttumienie termiczne). W klasycznym mo-
delu Lorentza oba te zjawiska opisuje si¢ lacznie w sposéb fenomenologiczny.
Przyjmuje sie, ze sila tlumienia, analogicznie do sily oporu lepkosciowego, jest
skierowana przeciwnie do zwrotu wektora predkosci elektronu i pozostaje wprost
proporcjonalna do jego szybkosci:

dx
Ft == —Bqa, (94)

gdzie B, jest wspétczynnikiem tlumienia.
Korzystajac z 11 zasady dynamiki Newtona, mozna zapisa¢ réwnanie ruchu
tego tadunku jako:
d’*z
a2
co po podstawieniu réwnan (9.2), (9.3) oraz (9.4) i po przeksztalceniu mozna
przedstawi¢ w postaci:

=F,+F,+F, (9.5)

d’*z dx
Mo + 5(1% + kqr = ¢E. (9.6)
Réwnanie to jest rownaniem rézniczkowym niejednorodnym rzedu drugiego.
Wyznaczenie potozenia « w funkcji czasu polega zatem na znalezieniu rozwigzan
tego réwnania.
Zespolona posta¢ harmonicznego pola elektrycznego fali Swietlnej, zapisana
w postaci zeaspolonej, wyraza sie zaleznoscia:

B(t) = Eg e ™, (9.7)
gdzie, dla uproszczenia, pominieto zaleznosé¢ przestrzenna pola E oraz zalozono,
ze faza poczatkowa fali jest zerowa (p = 0). Postaé sily wymuszajacej naturalnie

implikuje rozwiazanie rownania w postaci:

a(t) = afH e, (9.8)
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Rysunek 9.4: Amplituda (a) i faza (b) drgan dipola elektrycznego w funkeji
czestosci w fali wymuszajacej.

gdzie m((;r) jest zespolona amplituda wychylenia tadunku pod wplywem sily

qE(t). Ze wzgledu na zespolony charakter amplituda :c(()+) zawiera w sobie
dwie kluczowe informacje fizyczne. Pierwsza dotyczy amplitudy wychylenia i

zawarta jest w module ‘1‘(()+) . Druga okreéla przesuniecie fazowe pomiedzy po-

lem elektrycznym fali wymuszajacej a wychyleniem elektronu i jest zawarta w

argumencie 2" czyli g = arg 37(()+)>'

Podstawiajac postaé¢ pola elektrycznego fali (9.7), postulowana postaé roz-
wigzania (9.7) oraz zalezno$é¢ pomiedzy stalg sprezystosci k, a czestoscia wlasna
wo drgajacego dipola (k, = mwd) do réwnania (9.6) mozna obliczy¢ wyrazanie
na zespolona amplitude drgan elektronow:

) __ aB?/m
Lo

=3
wo

9.9
—w? —iygw’ (9:9)

gdzie v, = B,/m jest stala relaksacji tego ukladu, ktéra méwi o tym, jak szybko
uktad powraca do stanu rownowagi po ustaniu wymuszenia. Obliczajac ampli-
tude i faze tych drgan, otrzymuje sie:

)| _ gEg /m
Yo = 2 2\2 1 ~2,,2
V(@2 =) 45 (9.10)
VqW
o = arctg (—) .
w? —w?

Zaleznosci te przedstawiono na rys. 9.4. Jak widaé¢, uklad wykazuje wyrazny
rezonans, tzw. rezonans optyczny, dla czestosci w = wy, dla ktérej amplituda
osiaga maksimum, a przesuniecie fazowe miedzy sila a wychyleniem wynosi 7/2.
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Na podstawie przeprowadzonych analiz mozemy wyznaczy¢ mikroskopowy
indukowany moment dipolowy d,(¢) rozwazanego pojedynczego atomu:

dg(t) = qu(t) = qa'Me 1. (9.11)

Aby przej$¢ do opisu makroskopowego, musimy powiazaé¢ ten indywidualny
moment dipolowy z polaryzacja osrodka P(t), ktéra z definicji reprezentuje
gestosé wyindukowanych momentéw dipolowych (czyli catkowity moment dipo-
lowy przypadajacy na jednostke objetosci). Zakladajac, ze w jednostce objetosci
znajduje sie Ny jednorodnych, niezaleznych dipoli, makroskopowa polaryzacja
(w ujeciu skalarnym dla naszego przypadku jednowymiarowego) wyraza sie jako:

P(t) = Nady(t) = Naga(t) = Nagzle ", (9.12)

Poniewaz pole wymuszajace fali oscyluje z czestoscia w, wyindukowana polary-
zacja osrodka réwniez bedzie zmieniaé si¢ periodycznie z ta sama czestosciag. Po-
zwala nam to wprowadzi¢ zespolong amplitude polaryzacji osrodka Pé+),
definiujac pelna zalezno$é czasowa jako:

P(t) = P{P et (9.13)

Bezposrednie poréwnanie réwnan (9.12) i (9.13) prowadzi do fundamentalnego
powiazania amplitudy makroskopowej z parametrami mikroskopowymi:

PP = NygalP. (9.14)

Z drugiej strony, w klasycznej elektrodynamice makroskopowej odpowiedz
dielektryczna osrodka na przylozone pole fali opisywana jest fenomenologicznie
za pomoca podatnoéci elektrycznej x. Zalezno$é ta ma postac:

P(t) = eox E(t). (9.15)

Zapisujac obie wielkosci za pomocg ich amplitudes zespolonych, mozemy wyeli-
minowa¢é zaleznosé od czasu. Pozwala nam to wyrazi¢ podatnosé elektryczna x
jako stosunek rzeczonych amplitud:

. PO(+)
0BT

(9.16)

Zauwazmy teraz, ze pomiedzy podatnosciag a wzgledna przenikalnoscig elek-
tryczna oérodka e, istnieje bezposredni zwiazek:

e =1+, (9.17)

co po podstawieniu relacji (9.16) pozwala zapisaé¢ ogdlne makroskopowe wyra-

zenie na przenikalnosé:

pH)
0

er=1+—2 .
SoE(()+)

(9.18)
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Podstawienie mikroskopowego wyrazenia na zespolona amplitude polaryza-
cji o$rodka Pé“ (poprzez podstawienie jawnej postaci x(()+) z réwnania (9.9) do
relacji (9.14)) do réwnania (9.18) pozwala ostatecznie na pelne i eleganckie po-
wiazanie mierzalnych parametréw makroskopowych z atomowymi parametrami
mikroskopowymi:

2

mey wi — w? — iygw’

Zgodnie z definicja wprowadzona w rozdziale 1, wspélczynnik zalamania
Swiatla n jest okre$lony jako stosunek predkosci $wiatta w prozni ¢ do predkosci
Swiatla w tym osrodku v. Poniewaz w osrodkach dielektrycznych przenikal-
no$¢ magnetyczna jest w przyblizeniu réwna jednosci, mozna tatwo wykazaé, ze
wspoélczynnik zalamania wyraza sie przez pierwiastek ze wzglednej przenikal-
noéci elektrycznej €,. Poniewaz w naszym mikroskopowym modelu wzgledna
przenikalnosé elektryczna jest wielkoScia zespolona, wspoétczynnik zalamania
staje sie wielko$cia zespolong 1 = n + ik, o czym bylo wczesniej wspomniane
w rozdziale 4. Korzystajac z réwnania (9.19) oraz zaleznosci n = /€,, mozemy
zapisaé¢ jawne wyrazenie na zespolony wspotczynnik zatamania:

Nag? 1
n=:¢1+ 44 (9.20)

meo wi — w? — iyw’

Gdy drugi czlon pod pierwiastkiem w réwnaniu (9.20) jest znacznie mniejszy
od jednosci — co zachodzi w wielu rzeczywistych uktadach fizycznych — wyrazenie
to mozna rozwinaé¢ w szereg Taylora, ograniczajac sie¢ do wyrazéw pierwszego
rzedu:

Nyq? wi — w? Nyq? Yqw

2meg (wg — w?)? + Yiw? + ZQmaeg (wg —w?)? + Yiw?

n~1+ (9.21)

Z postaci réwnania (9.21) wynika, ze zespolony wspdlczynnik zalamania
sklada sie z czesci rzeczywistej n (bedacej rzeczywistym wspélczynnikiem zala-
mania) oraz czesci urojonej k (odpowiadajacej wspélczynnikowi absorpcji nazy-
wanemu tez wspolezynnikiem ekstynkeji):

Naq? Wi — w?

=1
" + 2meg (Wi —w?)? + ’Yq2w2’ (0.22)
qu2 VqW .

- 2meg (Wi — w?)2 + Y2w?

Zaleznosci wspélezynnika zalamania n oraz wspolczynnika absorpcji £ od
czestosci przedstawione zostaly na rys. 9.5. Jak widaé¢, wspolczynnik zalamania
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Rysunek 9.5: Wspélezynnik zatamania (a) oraz wspélezynnik absorpcji (b) w
funkcji czestosci. Obszar zaznaczony na niebiesko jest obszarem dyspersji nor-
malnej, w ktérej absorpcja jest staba. Obszar zaznaczony na zotto jest obszarem
dyspersji anomalnej, w ktérej dochodzi do silnej absorpcji $wiatta.

n cechuje si¢ zaleznoscia dyspersyjna przechodzaca przez wartos¢ jednostkowa
dla czestosci rezonansowej wy. Co ciekawe, dla czestosci wiekszych od czestosci
rezonansowej, wartos¢ wspolczynnika zatamania przyjmuje warto$¢ mniejsza od
1, co oznacza, ze predkos¢ fazowa fali w tym zakresie spektralnym jest wieksza
od predkosci $wiatla ¢ w prozni. Na wykresach zaznaczono obszary dyspersji
normalnej, w ramach ktérych wspoélezynnik zatamania rosnie wraz z czestoscia,
oraz anomalnej, w ktérych maleje. Wiecej na ten temat piszemy w rozdziale 9.6.

Warto teraz rozwazy¢ odstrojenia w — wg duzo wigksze od szerokosci rezo-
nansu yq, Ww—wp > 74, ale weciaz mate w poréwnaniu z wartosciami obu czestosci.
Na poczatek zauwazmy, ze w? —wd = (w+wp)(w—wp) ~ 2w(w —wp), co pozwala
przepisa¢ zaleznoéci na wspotczynnik zalamania n oraz wspotezynnik absorpcji
k do postaci:

Nag? -
n=1+ aq W — Wo

dmegw (W —wo)? +72/4
N . (9.23)
q

"7 Smeow (w—wo)2+12/4

Korzystajac z tych wzoréow, mozna pokazaé, ze dla duzych odstrojen wspél-
czynnik zalamania n zalezy odwrotnie proporcjonalnie od odstrojenia, tzn. n o
1/(w — wp). Jednoczesnie wspdlczynnik absorpcji k zalezy odwrotnie propor-
cjonalnie od kwadratu odstrojenia, tzn. x o 1/(w — wp)?. Z matematycznego
punktu widzenia oznacza to, ze skrzydla zaleznosci pokazanych na rys. 9.5 za-
nikaja wolniej dla wspotczynnika zalamania niz dla wspotczynnika absorpcji. Z
fizycznego punktu widzenia oznacza to, ze dla odpowiednio duzego odstrojenia
wspdélczynnik absorpcji moze by¢ maly, podczas gdy wspoélezynnik zatamania
moze si¢ znaczaco rézni¢ od jednosci. To wiasnie z taka sytuacja mamy do
czynienia w przypadku wielu oSrodkéw przezroczystych w $wietle widzialnym,
w tym m.in. w przypadku szkla oraz wody.
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Analizujac zapisane powyzej réwnania, mozna zauwazy¢, ze w wielu z nich
pojawia sie wyrazenie Nyq?/eom, ktére ma wymiar kwadratu czestosci. Wyraze-
nie to jest wielkoscia charakterystyczna dla okreslonego osrodka, gdyz zalezy od
koncentracji indukowanych momentéw dipolowych N,. Poniewaz pierwiastek z
tego wyrazenia ma wymiar czestosci, wprowadza sie nowa wielko$é wy,:

| Nag?
= ) 9.24
Wp P ( )

zwang czestoscig plazmowa.

9.4 Propagacja fali w osrodku materialnym

Wréémy teraz do réwnania opisujacego pole elektryczne fali Swietlnej, uwzgled-
niajacego zalezno$¢ pola fali od polozenia (bez utraty ogélnosci rozwazamy pro-
pagacje w kierunku z):

)

E = B eitbewt) — g0 i (8net) _ gl ~Fens i(85ne=et) (g g5)

gdzie skorzystaliSmy z definicji wiazacej zespolony wspélczynnik zalamania n
oraz wspolczynnik zalamania n i wspélczynnik absorpcji «:

n=n-+ix. (9.26)

Roéwnanie (9.25) potwierdza przyjete przez nas powyzej zalozenie, ze cze$é rze-
czywista zespolonego wspolczynnika zatamania 1 odpowiada za opdznienie fa-
zowe fali podczas jej przechodzenia przez o$rodek, zas jego cze$é¢ urojona — za
jej absorpcje.

Uwzgledniajac, ze natezenie Swiatta zalezy od kwadratu natezenia pola elek-
trycznego, mozemy zapisa¢ wyrazenie na absorpcje swiatta w osrodku:

j n€200|E|2 _ nzoc ‘E(()Jr)’2 e*%}'nz _ n;oc ’Eé+)‘2e—o¢z = Iye 2%,

(9.27)
Przeksztalcajac wyrazenie na natezenie Swiatta, sformulowaliSmy prawo Lamberta-
Beera, w mysl ktérego natezenie swiatla rozchodzacego sie w osrodku mate-
rialnym maleje e-krotnie po pokonaniu w nim drogi réwnej 1/a. Otrzymali$my
réwniez zwigzek pomiedzy wspotczynnikiem absorpcji k oraz wspélezynnikiem
absorpcji $wiatta a:

_ Amk
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Rysunek 9.6: Widmo wspdlczynnika zalamania i wspdlczynnika absorpcji
uktadu posiadajacego wiele czestosci rezonansowych.

9.5 Wiele linii rezonansowych

W osrodkach materialnych zazwyczaj nie istnieje pojedyncza czestosé rezonan-
sowa, lecz wiele czestosci rezonansowych. W rozrzedzonych gazach fakt ten
mozna uwzglednié¢, przepisujac wspolczynnik zalamania do postaci:

Nag? ;
R P (929
W — w? — iYgjw
gdzie sumowanie przebiega po wszystkich liniach rezonansowych, zas f; jest

bezwymiarows wielkoscia zwana sila oscylatora spetniajaca zaleznosé:
d fi=1 (9.30)
J

Przykladowa zaleznosé¢ wspolczynnika zalamania n oraz wspélczynnika ab-
sorpcji k osrodka skladajacego sie z atomdéw charakteryzujacych sie kilkoma
liniami rezonansowymi o réznych sitach oscylatoréw zostata przedstawiona na
rys. 9.6.

&Uwaga!

Powyzsze rownanie jest poprawne dla o$rodkéw zbudowanych z niezaleznych,
nieoddzialujacych ze soba oscylatoréw (jedyna forma oddzialywania manife-
stuje sie przez stala relaksacji). Gdy osrodek jest gesty, tj. gdy dipole do-
swiadczaja lokalnych pdl elektrycznych generowanych przez sasiednie atomy,
réwnanie (9.29), znane jako wzér Lorentza-Lorenza, przyjmuje postaé:

N +2  3eom A Wi — w? —iygw
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9.6 Dyspersja normalna i anomalna

Z analizy wzoréw na wspélezynnik zatamania n (réwnanie fali ttumionej) wy-
nika, ze jego warto$¢ zalezy od czestosci kotowej fali, co okredla sie mianem dys-
persji. W obszarach spektralnych oddalonych od rezonansu, tj. gdy |w —wg| >
vq, Wspotczynnik zatamania ro$nie wraz ze wzrostem czestosci kotowej, co nazy-
wamy dyspersja normalna. Jednakze w poblizu rezonansu, gdy |w—wo| < g,
charakter dyspersji ulega odwrédceniu i wspétczynnik zalamania maleje wraz ze
wzrostem czestosci kotowej. Zjawisko to nosi nazwe dyspersji anomalnej.
Warto podkresli¢, ze zakres dyspersji anomalnej pokrywa sie z pasmem silnej
absorpcji fali. Oznacza to, ze oérodki skondensowane (takie jak ciala stale czy
ciecze), ktére sa przezroczyste w zakresie widzialnym, maja swoje pasma ab-
sorpcyjne w innych zakresach spektralnych. Klasycznym przyktadem jest szkto
krzemionkowe, ktérego glowne pasmo absorpcyjne lezy w zakresie ultrafioletu
(dlatego w calym obszarze widzialnym wykazuje ono dyspersje normalna).

9.6.1 Nadswietlnos$é i wolne swiatlo

Propagacja fali w réznych obszarach dyspersyjnych niesie ze soba istotne kon-
sekwencje dla predkosci rozchodzenia sie¢ impulséw Swiatla (predkosé grupowa).
Dzieje sie tak dlatego, ze zgodnie z definicja predkosci grupowej (5.26) jej war-
tos¢ jest okreSlona m.in. przez pochodna wspélczynnika zatamania wzgledem
czestodci, dn/dw. W rezultacie, gdy pochodna ta jest dodatnia (co odpowiada
obszarowi dyspersji normalnej), predkosé grupowa jest mniejsza od predkosci
fazowej fali w tym os$rodku (vg < v). Réwnoczesnie w obszarze dyspersji ano-
malnej, gdzie pochodna dn/dw jest ujemna, predkos$é grupowa moze przyjmowaé
wartosci wieksze od predkosci fazowej (a nawet od predkosci fali w prézni ¢, czyli
vg > C).

Niezwykle interesujacy fizycznie przypadek pojawia sie wowczas, gdy iloczyn
czestosei kotowej fali oraz pochodnej wspdlezynnika zalamania, w dn/dw, przyj-
muje wartosci poréwnywalne z wartoscia samego wspélczynnika zalamania n lub
od niego wieksze. W tej sytuacji roznica miedzy predkoscia fazowa a predkoscia
grupowa fali staje sie bardzo duza. Zjawisko to wystepuje m.in. dla waskich linii
rezonansowych, gdzie pochodna dn/dw osiaga bardzo duze wartoéci, mimo ze
catkowita amplituda zmian wspélczynnika zatamania pozostaje niewielka. W
szczegblnosci z taka sytuacja mamy do czynienia w zjawisku elektromagnetycz-
nie indukowanej przezroczystoéci, ktére jest optycznym zjawiskiem nieliniowycm
(rozdzial 10), gdzie w pasmie absorpcji wytwarzane jest waskie okno przezroczy-
stosci, a zaleznos¢ wspélezynnika zalamania od czestoéci ma nachylenie dodat-
nie. Gwaltowne zmiany wspolczynnika zalamania sprawiaja, ze wspomniany
iloczyn osiaga olbrzymie wartosci dodatnie. Dzigki temu w osrodkach material-
nych mozliwe jest spowolnienie predkosci grupowej do wartosci rzedu zaledwie
kilku metréw na sekunde. Zjawisko tak drastycznego spowolnienia rozchodzenia
sie impulséw $wiatla okresla sie mianem wolnego Swiatla.

Z odwrotnym przypadkiem mamy do czynienia, gdy obserwujemy bardzo wa-
ski rezonans absorpcyjny. Wéwczas strome, ujemne nachylenie krzywej wspol-
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czynnika zalamania sprawia, ze predkosé grupowa impulsu moze przewyzszyé
predkos¢ fali w prézni c. Zjawisko to nosi nazwe szybkiego $wiatta lub pro-
pagacji nad$wietlnej. Dalsze zwigkszanie wartosci tego iloczynu moze spraw¢,
ze predkosé grupowa spadnie do zera (co odpowiada koherentnemu zatrzymaniu
i zmagazynowaniu impulsu w o$rodku), a nastepnie przyjmie wartosci ujemne.
Ujemna warto$¢ predkosci grupowej prowadzi do niezwykle intrygujacej kon-
sekwencji: szczyt impulsu wyjéciowego opuszcza osrodek, zanim jego maksi-
mum zdazy dotrze¢ do powierzchni wejsciowej. Zjawisko to nie narusza jed-
nak przyczynowosci — wynika ze specyficznego przegrupowania (rekonstrukeji)
sktadowych harmonicznych fali, w ktérym czolo impulsu ulega selektywnemu
wzmochnieniu.

Zarowno propagacja nad$wietlna, jak i ujemna predko$é grupowa silnie dzia-
taja na wyobrazni¢. Nasuwaja one bowiem pytania o mozliwos¢ nad$wietlnego
transmisji informacji czy podrézy kosmicznych. Okazuje sie jednak, ze przekro-
czenie predkosci $wiatta w prézni przez predkosé grupowa (vg > ¢) nie narusza
fundamentalnej zasady przyczynowosci (kauzalnosci). Wynika to z faktu, ze
szczegllna teoria wzglednosci ogranicza predkosé propagacji sygnaléw (informa-
cji), a nie predkosé geometrycznych punktéw stalej fazy czy obwiedni. Sygnal
(informacja) jest przenoszony wylacznie przez czolo impulsu (nieciaglo$é fali),
ktore w kazdym osérodku rozchodzi sie Scisle z predkoscia cg.

Dygresja

Mozliwo$¢ manipulacji predkoéciag $wiatta, a zwlaszcza dynamicznej kon-
troli jej wartosci za pomoca nieliniowych proceséw optycznych, otwiera
nowe horyzonty w dziedzinie przetwarzania informacji kwantowej. Fotony
sa doskonalymi no$nikami stanéw kwantowych (informacja moze byé ko-
dowana np. w ich polaryzacji), poniewaz wykazuja niezwykle stabe od-
dzialywanie z otoczeniem, co chroni je przed dekoherencja. Z tego samego
powodu fotony stabo oddziatuja miedzy soba, co utrudnia realizacje logicz-
nych operacji dwukubitowych (manipulacje informacja). Z drugiej strony
atomy o niezerowym spinie moga dlugo przechowywaé stany kwantowe i
tatwo podlegaé zewnetrznej kontroli (np. za pomoca pdl magnetycznych).
Mozliwosé zatrzymania impulsu $wiatla w osrodku (vg = 0) i przeniesienia
stanu kwantowego pola na stany atomowe (tworzac tzw. ciemne polary-
tony) pozwala na polaczenie zalet obu tych $wiatéw. Co kluczowe, proces
ten pozwala na bezstratny i w pelni odwracalny transfer catego stanu kwan-
towego (amplitudy i fazy), co stanowi unikalng ceche pamieci kwantowych,
nieosiagalna w klasycznych systemach.

9.7 Zalezno$¢ pomiedzy absorpcja i dyspersja
Glebokim wnioskiem ptynacym z klasycznego modelu Lorentza jest stwierdze-

nie, ze dyspersja i absorpcja nie sg niezaleznymi zjawiskami, lecz stanowia od-
powiednio cze$é rzeczywista 1 urojona tej samej fizycznej wielkosci — zespolonego
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wspotezynnika zatamania.

Aby zrozumieé to glebokie powiazanie, musimy odwolaé¢ sie do fundamen-
talnej zasady przyczynowosci. W kontekscie optyki oznacza ona po prostu,
ze osrodek materialny nie moze zareagowaé (np. poprzez wyindukowanie ma-
kroskopowej polaryzacji) zanim dotrze do niego czolo fali elektromagnetycznej.
Skutek nigdy nie moze wyprzedza¢ przyczyny. Innymi stowy, funkcja opisujaca
odpowiedz o$rodka w dziedzinie czasu musi by¢ tozsamo$ciowo réwna zeru dla
t < 0. Jak udowadnia zaawansowany aparat analizy matematycznej (twierdze-
nie Titchmarsha), transformata Fouriera kazdej takiej ,przyczynowej” (Scigtej
w czasie) funkcji posiada unikalna wlasciwosé: jej czeS$é rzeczywista i urojona
w dziedzinie czestotliwoSci nie sg niezalezne, lecz powiazane ze soba calkowa
transformacja Hilberta. W fizyce to sztywne matematyczne powiazanie nosi
nazwe relacji Kramersa-Kroniga (Hendrik Kramers 1894-1952, Ralph Kro-
nig 1904-1995).

Zwazywszy, ze dla nieskonczenie wielkich czestosci osrodek przestaje reago-
waé na pole fali i zespolony wspélczynnik zatamania dazy do jednosci prézni
(n(oo) = 1), omawiane relacje stosuje sie dla funkeji n(w) — 1. Calkujac po
pelnym spektrum czestosci, otrzymujemy sprzezony uktad réownan:

n(w)—1=17p /OO ) g,

w —w

s — 00
1 (W) -1 (9.32)
m(w):—fp/ ——dw’,
T o W—w
gdzie P oznacza wartos¢ gléwna calki w sensie Cauchy’ego.

W praktyce fizycznej bezposredni pomiar ujemnych czestosci jest niemoz-
liwy i pozbawiony sensu fizycznego. Wykorzystujac jednak wiladciwosci sy-
metrii rzeczywistych pél elektromagnetycznych (parzystosé czesci rzeczywistej
n(—w) = n(w) oraz nieparzystosé czesci urojonej k(—w) = —k(w)), relacje te
mozna przeksztalcié do znacznie bardziej uzytecznej postaci, zdefiniowanej wy-
tacznie dla widma czestosci dodatnich:

(9.33)

2w “nw)-1,,
H(w)__ﬂp/o 72 dw'.

Powyzsze relacje maja niebagatelne znaczenie do$wiadczalne i inzynieryjne.
Wynika z nich, ze pelna wiedza o wlasciwoéciach optycznych materialu jest
zawarta juz w jednej z tych wielkosci. Pozwala to na przyktad na precyzyjne
wyznaczenie pelnej charakterystyki dyspersyjnej materialu [czyli wsp6lczynnika
zalamania n(w) w szerokim pasmie| wylacznie na podstawie tatwiejszego w re-
alizacji pomiaru jego widma absorpcyjnego £(w).
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9.8 Podsumowanie rozdzialu

Niniejszy rozdzial dokonal fundamentalnej syntezy pomiedzy mikroskopowa
struktura materii a jej makroskopowymi wlasciwosciami optycznymi, opiera-
jac sie na klasycznym modelu oscylatora Lorentza. Wykazano, ze oddzialywa-
nie monochromatycznej fali elektromagnetycznej z atomem indukuje zmienny
w czasie elektryczny moment dipolowy, ktérego dynamiczna odpowiedZ deter-
minuja sila wiazania elektronu oraz mechanizmy dyssypacji energii (tlumienie
radiacyjne i zderzeniowe). Poprzez usrednienie przestrzenne tych mikroskopij-
nych dipoli wyprowadzono zespolony wspdlczynnik zalamania n(w), ktérego
cze$é rzeczywista n(w) odpowiada za zjawisko dyspersji (zmiany predkosci fa-
zowej 1 uwarunkowanie dyspersji normalnej oraz anomalnej), natomiast cze$é
urojona x(w) opisuje procesy tlumienia (absorpcje) $wiatla, ujete makroskopowo
prawem Lamberta-Beera. Dowiedziono, ze te dwa pozornie niezalezne procesy
sa nierozerwalnie sprzezone relacjami catkowymi Kramersa-Kroniga, bedacymi
bezposrednia konsekwencja relatywistycznej zasady przyczynowosci. Analiza
ta pozwolila na gleboke zrozumienie natury predkosci grupowej oraz zjawisk
wolnego i szybkiego $wiatla, stanowiac klasyczny fundament pod nowoczesne
uklady optyki nieliniowej i kwantowego przetwarzania informacji.

Zadania

9.1. Dla drgajacego harmonicznie ladunku ¢ wyznacz, korzystajac ze wzoréw
na promieniowanie dipolowe, wyrazenie na us$redniony w czasie wektor
Poyntinga (S), a nastepnie pokaz, ze przekrdj czynny na rozpraszanie o
jest proporcjonalny do w?* (rozpraszanie Rayleigha). Na podstawie tej
zalezno$ci oblicz teoretyczny stosunek mocy rozproszonego w atmosferze
$wiatla fioletowego (A1 = 400 nm) do $wiatla czerwonego (A2 = 700 nm).

9.2. Oblicz czestosé wlasna oscylatora wg dla elektronu w modelu Lorentza,
wiedzac, ze stala sprezystosci wynosi k, = 120 N/m, a masa elektronu
me = 9,109 x 10731 kg.

9.3. Oblicz czesto$¢ plazmowg w), dla sodu, wiedzac, ze koncentracja elektro-
néw przewodnictwa wynosi Ny = 2,6 x 10%® m—3, ladunek elementarny
e =1,602 x 107! C, a masa elektronu m, = 9,109 x 1073! kg.

9.4. W warstwie F jonosfery koncentracja elektronéw wynosi Ny = 1,00 x
10'2 m~3. Oblicz czestotliwosé plazmowa f, w MHz. Czy faza radiowa o
czestotliwoséci f = 8 MHz przeniknie przez te warstwe?

9.5. Pokaz, ze réwnanie:

Nd62 1
gome wg — w?’

n*(w) =1+

gdzie Ny to koncentracja elektronéw, e tadunek elementarny, m. masa
elektronu, wy czestos¢ rezonansowa, a €y przenikalnos$é elektryczna prozni,

243



mozna zapisa¢ jako:

1 _c <
n2—1 A A

gdzie C = 4n2c2egme/Nge?, przy czym Ao = 27c/wp.
9.6. Wykorzystujac ogdlne réwnanie dyspersyjne bez tlumienia:

Nd€2 fj

2 20
€0Me —~ Wh; — W

n?(w) =1+

(9.34)

rozwiil prawa strone w szereg Taylora dla pasma widzialnego (w < wo;),
wyprowadz rownanie Cauchy’ego:

]

n()\) =Ci+ 2

oraz wyznacz analitycznie state Cy i Co w funkcji parametréw atomowych

i

9.7. Krysztat kwarcu ma wspolczynniki zalamania ny = 1,557 dla Ay = 400 nm
oraz ng = 1,547 dla Ay = 500 nm. Wykorzystujac réwnanie Cauchy’ego,
wyznacz state Cy oraz Cy i oblicz wspélczynnik zalamania dla A3 =
610 nm.

9.8. Dla szkla BKT7 state Cauchy’ego wynosza C7 = 1,5046 oraz Co = 4,20 X
1071 m?2. Oblicz wspétezynnik zatamania dla linii D sodu (A = 589,3 nm)
oraz wyznacz dyspersje dn/dA w tym punkcie.

9.9. Wyprowadz analitycznie rozmycie czasowe impulsu Atpyee W $wiattowo-
dzie o dtugosci d:

d

d*n

~ 2

Atpulse ~ *>\0
Co

Alo. (9.35)
ax2

Dla $wiattowodu kwarcowego przy Ao = 1550 nm oraz d*>n/d\2 = —0,00472 pm~2,

wyznacz poszerzenie impulsu na jednostke dlugosci.

9.10. Udowodnij matematycznie, korzystajac ze zwiazku na predko$¢ grupowa
vg = co/ng, gdzie wskaznik grupowy zdefiniowany jest jako:

ng =n(w)+ wo (9.36)

ze wewnatrz pasma o silnej absorpcji (obszar dyspersji anomalnej) po-

chodna % przyjmuje wartoéci ujemne o duzej wartosci bezwzglednej.

9.11. W eksperymencie wykorzystujacym swiatlo lasera i komérke wypelniona
oparami cezu uzyskano ekstremalna dyspersje anomalng, osiagajac ujemna
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wartos$¢ wskaznika grupowego n, = —310. Wiedzac, ze komoérka ma fi-
zyczng dlugos¢ L = 6,0 cm, oblicz tzw. relatywistyczny czas wyprzedzenia
impulsu, zdefiniowany relacja:
(ng —1)L

Co ’

At =

O ile nanosekund maksimum obwiedni impulsu $wietlnego pojawi sie¢ na
plaszczyznie wyjsciowej komérki wezesniej, niz gdyby poruszalto sie ono na
tym samym dystansie w prézni? Wyjasnij na podstawie analizy przyczy-
nowosci Sommerfelda (Arnold Sommerfeld 1868-1951), dlaczego ten efekt
nie umozliwia nad$wietlnej transmisji informacji.
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Rozdzial 10

Optyka nieliniowa

10.1 Wprowadzenie

W poprzednich rozdzialach opisywaliémy propagacje $wiatla przy zalozeniu,
ze pola elektryczne fal Swietlnych sa relatywnie stabe w poréwnaniu do we-
wnetrznych pél atomowych. Wraz z rozwojem techniki laserowej mozliwe stato
sie uzyskanie natezen Swiatta, dla ktérych odpowiedZ oérodka przestaje byé
liniowa funkcja przytozonego pola. W niniejszym rozdziale wprowadzimy for-
malizm pozwalajacy na opis takich silnych oddziatywan, gdzie klasyczna zasada
superpozycji przestaje obowiazywaé, a wlasnoséci optyczne materiatu zaczynaja
zaleze¢ od samego natezenia $wiatla.

10.2 Alternatywna posta¢ rownania falowego

Dla rozwazanego w poprzednim rozdziale oddzialywania Swiatla z materia w
tzw. rezimie liniowym spelnione jest réwnanie falowe (1.8) oraz obowiazuje
zasada superpozycji. W konsekwencji mozliwe jest proste dodawanie do siebie
fal, a wielkosci opisujace osrodek pod katem optyki, takie jak wspolczynnik
zalamania oraz wspoélczynnik absorpcji, nie zaleza od natezenia $wiatla. Pod-
czas propagacji $wiatla w osrodkach liniowych nie zmienia sie takze dlugosé
rozchodzacej sie fali.

Przyjrzyjmy si¢ jednak raz jeszcze propagacji fali w osrodkach liniowych.
Zgodnie ze wzorem (1.8), réwnanie falowe mozna zapisa¢ w postaci

19°E . 7PPPE

2 —_—e,——. — —
V'E v2 Ot? c? Ot?

(10.1)
W tym miejscu nalezy jednak podkresli¢, ze w przeciwienstwie do wczedniej
wyprowadzonej zaleznodci, w réwnaniu (10.1) wykorzystany zostal zespolony
wspélczynnik zatamania 7, a nie wspotczynnik zalamania n, ktory rozwazalismy
wczesnie;j.
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Skorzystajmy teraz ze zwiazku pomiedzy zespolonym wspolczynnikiem za-
lamania oraz podatnoscia elektryczna, n? = €, = 1 + x i przepiszmy réwna-
nie (10.1) do postaci

V2E — %827]3 = K@
¢ ot2 2 o2
Wiedzac, ze polaryzacja osrodka P wiaze sie z wektorem pola elektrycznego fali
swietlnej E relacja P = ggxE, otrzymujemy réwnanie:

(10.2)

1 O°E 0°P

V2E - =2 2 — g,
2oz - Mg

(10.3)

Ze wzgledu na jawna zalezno$é¢ pola od polaryzacji oSrodka, zalezno$é (10.3)
bedzie wykorzystywana w dalszych rozwazaniach.

10.3 Zjawiska nieliniowe

10.3.1 Fizyczne zZrédla nieliniowej polaryzacji

Gdy w poprzednim rozdziale rozwazaliémy model Lorentza, zalozylidmy, ze sile
oddzialywania elektrostatycznego wewnatrz atomu mozna przyblizyé¢ zalezno-
Scig liniowa. Skutkiem tego podejscia bylo pojawienie sie w réwnaniu ruchu
elastycznej sity harmonicznej F}, = —k;x. Jednakze warto zauwazyé, ze dla
wyzszych natezen swiatla odchylenia elektronu od punktu réwnowagi staja sie
na tyle duze, ze konieczne jest uwzglednienie wyzszych rzedéw rozwinigcia w
szereg Taylora, czyli rozwazenie silty anharmonicznej:

Fap = —kex — kPa? — kP2 4., (10.4)

gdzie kq jest liniowa stalg sprezystosci, zas kéj ) okregla nieliniowa stala sprezy-
stosci j-tego rzedu.

Korzystajac ze zwiazku pomiedzy sila a potencjalem (V = — [ F dz), mozna
pokazaé, ze potencjal elektronu Vg przyjmuje postaé:
2 . k((lz)x?’ N k((13)$4
2 3 4

+... (10.5)

Przyktadowy ksztalt takiego potencjatu przedstawiono na rys. 10.1. Jak wi-
daé, dla sity anharmonicznej z dominujacym wyrazem drugiego rzedu (niebieska
krzywa) potencjal traci symetrie sSrodkowa, tzn. Vg (z) # Vg(—2z), w przeciwien-
stwie do parabolicznego potencjalu oscylatora harmonicznego (krzywa zielona).

Istotnym pytaniem w kontekécie powyzszego profilu jest to, w jakich ma-
terialach pojawiaja sie czlony nieliniowe lamiace symetrie (np. kéz)). Ot67
najprosciej efekt ten wyttumaczyé budowa sieci krystalicznej i brakiem srodka
inwersji. 7 taka sytuacja mamy do czynienia w strukturach asymetrycznych
(np. w krysztalach takich jak niobian litu). Z kolei w gazach atomowych lub
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Czes$¢ harmoniczna ey

- Czes¢ anharmoniczna (@

- Suma obu przyczynkéw

Rysunek 10.1: Roézne przyczynki do potencjatu elektronu w anharmonicznym
polu elektrycznym jadra.

szklach (czyli w odrodkach posiadajacych §rodek symetrii) z racji wymogdw
symetrii przestrzennej, wszystkie parzyste czlony nieliniowe (np. k:,(f)) musza
tozsamosciowo si¢ zerowaé. W konsekwencji w oSrodkach centrosymetrycznych
dominujacym wkladem do nieliniowoéci sg zjawiska opisywane przez pierwsze
nieparzyste rzedy rozwiniecia wyzsze niz liniowe, takie jak wkltad od k£,3).

10.3.2 Roéwnanie Lorentza w osrodku nieliniowym

Rozpatrzmy ruch tadunku wymuszany polem elektrycznym fali §wietlnej, w sy-
tuacji, w ktorej sita przywracajaca uklad do stanu réwnowagi dana jest w postaci
anharmonicznej. W takim przypadku wyprowadzone wczesniej rownanie ruchu
(9.5) musi zosta¢ zmodyfikowane o dodatkowe wyrazy:
2

mcfle + ﬁ% + kqr + k:t(f)a:Q + k((f’)x‘g =qFE, (10.6)
gdzie zatozyliSmy obecno$é¢ tylko dwoéch najnizszych wyrazéow rozwiniecia an-
harmonicznego.

Roéwnanie (10.6) nie ma ogélnego rozwigzania analitycznego. Mozemy jednak
rozwazy¢ przypadek, w ktérym pole $wietlne jest na tyle stabe, ze zaktadamy, iz
cztony k(P a2 oraz k(¥ 2® sa o wiele mniejsze od czlonu liniowego kg, W takim
przypadku réwnanie to moze by¢ rozwiazane przy pomocy rachunku zaburzen.
Na potrzeby tego rachunku, wprowadzamy podstawienie E(t) — (E(t), gdzie ¢
jest parametrem w przedziale od zera do jednoéci. Réwnanie (10.6) przyjmuje
wowcezas postaé

d’z dx qF
)

+y— +wiz +aPa? +a®g® =¢ =

— 10.
dt? dt (10.7)
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gdzie a() = k(gi) /m. Z uwagi na perturbacyjny charakter zaburzenia, rozwiaza-
nia na potozenie x bedziemy poszukiwaé w postaci

z=Cx® 4 22® 4 33 (10.8)
Wstawiajac powyzsza postaé rozwiazania do réwnania (10.7), podnoszac do od-

powiednich poteg x, a nastepnie grupujac wyrazy w odpowiednich potegach (,
otrzymujemy uktad rownan:

d?z™ dx™ 9 qF
ar CON ol
az g teer m’
d2x(? dz® 2
% 4y Zt +w2a® 4 a® (xu)) —0, (10.9)

d?z® dz(®

3
TN +v at + ng(?’) +2aP Mz 4 ¢ (x(1)> =0,

gdzie ograniczylidémy sie do pierwszych trzech poteg (.

Rozwazmy teraz odpowiedZ osrodka opisanego ukladem réwnan (10.9) na
pole elektryczne fali $wietlnej. W przeciwienistwie jednak do przypadku rozwa-
zanego w poprzednim rozdziale zakladamy, ze Swiatlto sklada sie z dwoch pol
o amplitudach E; i Es5 oraz czestosciach wy i ws. Dodatkowo nie mozemy juz
uzywaé zapisu zespolonego, a musimy poda¢ pelng postaé¢ pola elektrycznego,
co wynika z faktu, ze (Re[A])? # Re[A2], gdzie A jest dowolna liczba zespolong.
W takim przypadku:

E(t) = E%’)efiwlt + Eéb‘r)efiumt + (E%‘))*eiwlt + (Eéar))*eiwﬁ' (10.10)

W najnizszej potedze ¢ [pierwsza linia w réwnaniach (10.9)], dynamika
uktadu rzadzona jest przez (liniowy) model Lorentza. Oznacza to, ze w naj-
nizszym rzedzie zaburzenia rozwiazanie 2(!) mozna zapisaé¢ w postaci

2 (1) = (@)™ g (wa)e ™+ (af)) (wn)e T 4 () (wa)e
(10.11)
gdzie kazda z amplitud ma postac typu

qu 1

(1)

) (W) = ——F5—F5——

0 \Wj 2 2 _ i)
m o wh — wj — iYW

(10.12)
czego mozna tatwo dowie$¢ przez niezalezne rozpatrzenie wyrazéw w odpowied-
niej potedze e**)?,

Aby poprawnie obliczyé wymuszenie w czlonie nieliniowym (2, do wyrazenia

3
(z™M)” do kwadratu nalezy podniesé pelna posta¢ 2! [réwnanie (10.11)]. To
2

wladnie przez to w wyrazeniu (x(l)) pojawi si¢ az caly szereg wyrazdéw na
réznych czestotliwosciowych: 2wy, 2ws, wi + wa, w1 — wy plus ich sprzezenia

zespolone (ujemne czestotliwodei) oraz wyrazay niezalezne od czasu. Kazdy z
nich odpowiada innemu zjawisku nieliniowemu (rozdzial 10.4).
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Wryliczajac odpowiedz ukladu mozemy rozseparowaé drugie réwnanie w ukta-
dzie (10.9) na rézne zaleznosci czestotliwoéciowe. Przykladowo dla czestosci 2w
otrzymujemy:

d2x2) dx?

2) 2 2
a“r axr a*’q- Ly
az T

— L 2t 10.13

+ w%m@) =

2

. 1s2 . )
gdzie wprowadzili$my oznaczenie D(w;) = wj — w; —

zania w postaci

1yw;. Poszukujgc rozwia-

2@ (t) = 2P (2w )e 2t (10.14)

otrzymujem;
ymujemy . , a(z)q2E12 015
Lo ( wl)__mQD(le)DQ(wl)' ( ' )

W pelni analogiczne rozwiazania mozna przeprowadzi¢ dla pozostatych czesto-
Sci.

Zastanéwmy sie teraz nad opisem tego problemu z punktu widzenia makro-
skopowej polaryzacji osrodka. Przez analogie do przeprowadzonych powyzej
rozwazan mikroskopowych mozemy zatozyé, ze zwiazek pomiedzy indukowang
polaryzacja a polem elektrycznym mozna zapisa¢ w postaci szeregu potegowego:

P =z (X<1>E @B RS )

— P(l) + P(Q) + P(3) + ... (1016)
= 1:)1 + Pnla

gdzie x9) jest tensorem podatnosci elektrycznej j-tego rzedu, PU) polaryzacja
osrodka j-tego rzedu, zas P, oraz P, oznaczaja odpowiednio liniowa i nieliniowa
cze$¢ polaryzacji. W zapisie wielowymiarowym (uwzgledniajacym polaryzacje
fal i anizotropie) xU) staje sie tensorem o 37t! elementach, stad poszczegdlne
sktadowe przestrzenne polaryzacji wyrazaja si¢ sumami:

Pi=co | Y xXVE + Y X E B+ Y X EBE .| (1017)
J 7.k 7.k,

Skupiajac si¢ na klasycznym ujeciu czestotliwodciowym (skalarnym), z réw-
nania (10.16) wynika dla sktadowej liniowej:

PW (w)) = eox ™V (w) E(wy), (10.18)

gdzie symbol w; oznacza czesto$é kotows j-tej sktadowej pola elektrycznego. W
procesach nieliniowych, gdzie w oSrodku wspélistnieje wiele fal o réznych cze-
stosciach, indeks j pozwala jednoznacznie przypisa¢ odpowiedz osrodka (podat-
nos$¢) do konkretnej sktadowej widmowej pola. Z drugiej strony, na podstawie
mikroskopowej definicji fizycznego wychylenia tadunkéw wiemy, ze:

PW(w;) = NgzW (w;). (10.19)
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Przyréwnujac oba réwnania otrzymujemy wyrazenie na podatnosé liniowa z
modelu Lorentza: No?
W)= 9
X\ (wj) = comD(ay)’ (10.20)
Rozszerzajac to rozwiazanie o uwzglednienie silty anharmonicznej drugiego
rzedu (wprowadzajac zredukowany do masy parametr sity anharmonicznej a® =
k((f) /m), mozna analitycznie wyznaczy¢ wychylenie 2(2)(2w,), a z niego podat-
nos¢ w drugim rzedzie dla czestosci 2w;. Po matematycznym pogrupowaniu
czynnikéw, podatnosé drugiego rzedu mozna niezwykle elegancko powiazaé z
podatnosciami liniowymi, co nosi nazwe reguty Millera (Robert Charles Mil-
ler 1925-2016):

NgPa® ma®e? 2
@ — SxW () [\On] (0.21)

T eom2D(2w)D2(wy) N2

Przeanalizujmy otrzymany wynik. Jak widaé, w podatnoéci nieliniowej x(?
mamy do czynienia z dwiema czestotliwosciami. Pierwsza z nich jest czestosé fali
padajacej wi, na ktora reaguje osrodek. Obok niej pojawia si¢ wyindukowana w
materiale wyzsza czestotliwosé — w tym przypadku podwojona (2wq). Powyzszy
uklad réwnan [réwnania (10.20) oraz (10.21)] ma dalekosigzne fizyczne kon-
sekwencje, poniewaz oznacza wystepowanie dwéch rezonanséw dla nieliniowej
funkcji odpowiedzi. Pierwszy rezonans, wymuszony przez mianownik D(wy),
wystepuje, gdy czestotliwodé fali wymuszajacej jest rowna czestotliwosci wlasnej
oscylatora (w1 = wp). Drugi rezonans, narzucony przez mianownik D(2wq), wy-
stepuje dla fali o dwukrotnie mniejszej czestosci, tzn. gdy 2wi = wg, co implikuje
w1 = wp/2. Stosujac do tego klasycznego uktadu obrazowa nomenklature kwan-
towa, procesy te mozna by interpretowaé¢ odpowiednio jako rezonans jednofo-
tonowy (gdzie energia pojedynczego fotonu rezonuje z przejéciem atomowym)
oraz rezonans dwufotonowy (gdzie do uzyskania energii rezonansowej w uje-
ciu kwantowym potrzebna jest jednoczesna, silnie nieliniowa absorpcja dwdoch
fotonéw). Proces ten zostal obrazowo przedstawiony na rys. 10.2.

Jedli na osrodek nieliniowy pada¢ beda jednoczesnie dwie wiazki Swiatta o
réznych czesto$ciach wy oraz wo, w pelni analogiczne rozwazania mozna prze-
prowadzi¢ dla wszystkich mozliwych kombinacji tych czestotliwosci. Wynikiem
takiego sprzezenia nieliniowego bedzie pojawienie si¢ nowych fal nie tylko na
czestotliwosciach harmonicznych (2wq, 2ws), ale réwniez na czestotliwosciach
bedacych ich kombinacja liniowa: czestotliwo$ci sumarycznej wy + wy oraz roz-
nicowej |wy — wa.

Zastan6wmy si¢ nad globalnymi konsekwencjami wynikajacymi z istnienia
nieliniowosci w ukltadzie. Po pierwsze, z rownan wprost wynika, ze zaréwno
efektywna podatnosé, a w konsekwencji takze wspdlczynnik zalamania osrodka,
staja sie funkcja amplitudy (natezenia) padajacego $wiatla. W praktyce labora-
toryjnej to wlasnie zalezno$¢ parametréw reemitowanego Swiatla od natezenia
wiazki pompujacej jest koronnym dowodem na nieliniowy charakter obserwowa-
nych zjawisk.
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wpl2 ]

Rysunek 10.2: Czeé¢ rzeczywista (czerwony) i urojona podatnosci elektrycznej
w drugim rzedzie.

Druga, niezwykle istotna konsekwencja jest fundamentalne zatamanie sie
zasady superpozycji. O ile bowiem w rezimie liniowym oéwietlenie materialu
dwiema wiagzkami sprawia, ze o$rodek opuszczaja fale o dokladnie tych samych
czestotliwosciach (choé o ewentualnie zmodyfikowanych amplitudach i fazach),
o tyle w przypadku oddzialywania nieliniowego pole elektryczne staje sie we-
wnatrz oérodka Zrédlem zupelnie nowych czestotliwosci (sumy, réznicy czy wyz-
szych harmonicznych). Oznacza to, ze nieliniowa polaryzacja dziala jako nowe,
wewnetrzne zrédlto promieniowania. Fakt, ze wlasciwosci optyczne osrodka dla
jednej fali moga byé¢ modyfikowane przez obecno$é innej fali (np. w zjawisku
optycznego efektu Kerra), otwiera fascynujaca mozliwos$é ,kontroli fotonéw za
pomocy fotonéw”, bez posrednictwa ukladéw elektronicznych.

Zjawiska te stanowia fundament wspélczesnej fotoniki nieliniowej, umoz-
liwiajac budowe przestrajalnych zrédet laserowych, ultraszybkich przetacznikéw
w pelni optycznych oraz krysztaléw generujacych splatane pary fotonéw, ktore
napedzaja dzisiejszy rozwdj optyki kwantowej.

Dygresja

Generacja wyzszych harmonicznych jest szeroko wykorzystywana w techni-
kach laserowych do generowania fal o nowych, czesto niedostepnych wprost,
dtugosciach fali. Przykladowo, proces ten zachodzi wtedy, kiedy wiazka in-
tensywnego Swiatta laserowego, emitowanego np. z lasera na ciele staltym,
jakim jest domieszkowany neodymem granat itrowo-aluminiowy (Nd:YAG),
generujacego promieniowanie o dtugosci fali 1064 nm, oddziatuje z nielinio-
wym materiatem. W przypadku potrojenia czy czterokrotnego zwiekszenia
czestodcl tego Swiatla, mozemy w ten sposéb wytworzyé promieniowanie
spéjne w zakresie ultrafioletu, co ma m.in. zastosowanie w mikroskopii i li-
tografii. Generacja wyzszych harmonicznych jest rowniez wykorzystywana
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w badaniach nad struktura atomowsg i molekularna, umozliwiajac uzyskanie
waznych informacji spektroskopowych.

10.4 Optyczne zjawiska nieliniowe

Przyjrzyjmy sie teraz polaryzacji osrodka w dwdch najnizszych rzedach rozwi-
niecia nieliniowego, czyli P(®) oraz P®). Przyczynki te sa opisywane dwiema
podatnosciami elektrycznymi y(?) oraz x(®) i z tego powodu w zargonie nauko-
wym czesto méwi sie o nieliniowoéci (2 oraz x ().

Nieliniowo$é¢ x(?)

Jak wspomniano wezesniej, z nieliniowoscia proporcjonalna do podatnosci y(?)
mamy do czynienia w oérodkach, ktére nie sa centrosymetryczne (nie posiadaja
srodka inwersji). Przykladem takich osrodkéw sa niektére krysztaly. Wyrdz-
niamy w nich nastepujace podstawowe efekty nieliniowe:

« efekt elektrooptyczny (efekt Pockelsa)

Zjawisko to, pokrdotce oméwione w rozdziale 8, polega na tym, ze zmiana
wspoltczynnika zatamania zachodzi na skutek przylozenia zewnetrznego,
statego pola elektrycznego do krysztatu.

e generacja drugiej harmonicznej

Efekt, w ktérym, w mysl optyki kwantowej, dwa fotony o tej samej cze-
stotliwosci w oddzialuja z oérodkiem nieliniowym, ulegajac anihilacji, a w
ich miejsce powstaje jeden foton o podwojonej czestotliwosci 2w. Zjawisko
to zostalo szczegdtowo omdéwione w poprzednim podrozdziale.

e generacja sumy i réznicy czestosci

Zjawiska polegajace na nieliniowym mieszaniu dwoch wiazek Swiatta o cze-
stotliwosciach wy i we, w wyniku czego powstaje nowa fala o czestotliwosci
réwnej odpowiednio ich sumie (w3 = wy +ws) lub réznicy (ws = |wi —wal).
Wynikaja one bezpoérednio z nieliniowych wlasciwosci osrodka w drugim
rzedzie rozwiniecia podatnosci elektrycznej. Zjawiska te sa bezposrednig
manifestacja zasady zachowania energii (odpowiednio: fuzji dwéch foto-
néw w jeden lub rozpadu fotonu wysokoenergetycznego na dwa o nizszej
energii).

e optyczne wzmocnienie parametryczne

Zjawisko to polega na przeniesieniu czesci energii z jednej wiazki (tzw.

pompy) do drugiej (tzw. sygnalu), przy jednoczesnym wygenerowaniu

trzeciej wiazki (tzw. fali jalowej), tak aby zachowana byla zasada za-

chowania energii i pedu fotonéw. W ten sposéb mozna wzmacniaé¢ stabe

wiazki Swiatta, ktérych generacja innymi metodami albo jest bardzo trudna,
albo wrecz nie istnieja waskie spektralnie zrodla swiatla (lasery), ktére po-

zwalalyby na wytworzenie tego typu wiazki.
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Nieliniowo$é¢ ()

W przeciwienstwie do nieliniowych zjawisk optycznych drugiego rzedu, zjawiska
nieliniowe trzeciego rzedu moga by¢ generowane w osrodkach, ktére posiadaja
srodek symetrii (ciecze izotropowe, gazy, szkla, a takze krysztaly centrosyme-
tryczne). Wéréd najwazniejszych zjawisk rzadzonych podatnoscia x®) wymienié
nalezy:

e optyczny efekt Kerra

Zjawisko polegajace na zmianie wspélczynnika zatamania o$rodka pod
wplywem zmiennego pola elektrycznego fali Swietlnej. Wywolana zmiana
proporcjonalna jest do natezenia przechodzacego przez osrodek swiatta, a
przez to moze prowadzi¢ do zmian warunkéw propagacji $wiatta w réznych
miejscach przekroju poprzecznego wiazki (zaleznie od lokalnego nateze-
nia). Skutkuje to czesto tzw. samoogniskowaniem wigzki. Waznym
zastosowaniem efektu Kerra jest generowanie ultrakrotkich impulséw la-
serowych (rozdzial 11.4.4).

¢ zjawisko samomodulacji fazy

Czasowa konsekwencja optycznego efektu Kerra jest zjawisko samomo-
dulacji fazy. Zjawisko to polega na zmianie wspélczynnika zalamania
osrodka pod wplywem chwilowego natezenia propagujacego sie impulsu
Swiatla I(t). W efekcie rézne czesci impulsu (zbocze narastajace, szczyt,
zbocze opadajace) doznaja réznego opdzZnienia fazowego. Prowadzi to
do rozsuniecia przestrzennego czestotliwosci w obrebie impulsu (powstaje
tzw. $wiergot czestotliwosci) i znacznego poszerzenia jego widma. Sa-
momodulacja fazy jest kluczowym zjawiskiem wykorzystywanym m.in. w
procesie generacji superkontinuum oraz w budowie laseréw generuja-
cych impulsy femtosekundowe.

« mieszanie czterech fal

Zjawisko to polega na oddzialywaniu trzech fal w osrodku nieliniowym, co
prowadzi do powstawania czwartej sktadowej czestotliwosciowej. Podczas
mieszania czterech fal, czestotliwo$¢ nowo powstalej fali jest kombinacja
liniowa czestotliwosei fal wzbudzajacych (np. wy = wy +wg — ws) z zacho-
waniem energii i pedu. Oznacza to, ze z fal poczatkowych powstaje nowa
wiazka o réznej czestotliwoéci. Intensywnosé tej nowej fali zalezy od sity
oddziatywania miedzy falami poczatkowymi oraz od ich amplitud i faz. Co
wiecej, kierunek emisji fali w tym zjawisku jest zdeterminowany przez tzw.
warunek dopasowania fazowego (zasade zachowania pedu), przez co
moze by¢ precyzyjnie kontrolowany.

e generacja trzeciej harmonicznej

Proces analogiczny do generacji drugiej harmonicznej, polegajacy na nieli-
niowej zamianie trzech fotonéw o czestotliwosci w na jeden foton o czesto-
tliwodci 3w. Z racji znacznie mniejszych wartosci podatnosci x® wzgle-
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dem x(?, zjawisko to wymaga bardzo wysokich natezen $wiatla oraz pre-
cyzyjnego dopasowania fazowego.

wymuszone rozpraszanie Ramana

Nieliniowy proces rozpraszania nieelastycznego, w ktérym czes¢ energii
padajacych fotonéw wiazki pompujacej przekazywana jest do o$rodka w
postaci wzbudzeni oscylacyjno-rotacyjnych molekul (lub optycznych fo-
nonéw w sieci krystalicznej). Skutkuje to wygenerowaniem silnej fali o
nizszej czestotliwosci, zwanej fala Stokesa. Zjawisko to jest powszech-
nie stosowane jako mechanizm wzmocnienia w $wiattowodowych laserach
ramanowskich.

elektromagnetycznie indukowana przezroczystosé

To ww. zjawisko jest efektem kwantowej interferencji. W zjawisku tym
silna wiazka pompujaca modyfikuje wlasnosci optyczne nieprzezroczystego
os$rodka atomowego (zazwyczaj gazu) w taki sposéb, ze staje si¢ on catko-
wicie przezroczysty dla stabej wiazki probnej o czestotliwosci rezonanso-
wej. Zjawisko to wiaze sie z gigantyczng nieliniowoscia optyczna x®) oraz

efektem ,;wolnego $wiatla”.

Dygresja

Jednym z najbardziej spektakularnych zjawisk optyki nieliniowej jest gene-
racja superkontinuum. Gdy wprowadzimy ultrakrétki impuls laserowy
(np. z lasera tytanowo-szafirowego) do specjalnego $wiattowodu fotonicz-
nego, silne pole elektryczne impulsu uruchamia catg kaskade zjawisk nieli-
niowych trzeciego rzedu (gléwnie samomodulacje fazy oraz mieszanie czte-
rech fal). W efekcie pierwotnie waskie widmo lasera (np. w podczerwieni)
ulega drastycznemu poszerzeniu, pokrywajac caly zakres widzialny i bliska
podczerwien. Promieniowanie opuszczajace $wiatlowdéd wyglada dla ludz-
kiego oka jak zwykle biale $wiatlo (np. z zaréwki), ale zachowuje pelna
sp6jnosé przestrzenna i czasowa lasera. Za wykorzystanie tego zjawiska do
budowy tzw. optycznych grzebieni czestotliwosci przyznano w 2005 roku
Nagrode Nobla z fizyki.

10.5 Podsumowanie rozdzialtu

W niniejszym rozdziale nakreslono fizyczne podstawy optyki nieliniowej, odcho-
dzac od klasycznego paradygmatu proporcjonalnosci polaryzacji osrodka mate-
rialnego do amplitudy pola elektrycznego $wiatlta. Wykazano w nim, ze przy
odpowiednio duzych natezeniach §wiatta zasada superpozycji zalamuje sig, a
osrodki materialne staja sie aktywnymi srodowiskami potrafiagcymi generowadé
nowe czestotliwosci promieniowania. Powyzsze zestawienie dowodzi, jak boga-
tym i fascynujacym obszarem fizyki jest optyka nieliniowa drugiego i trzeciego
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rzedu. Nalezy jednak pamietaé, ze wszystkie te zjawiska (a w szczegdlnosci
efekty rzedu trzeciego) wymagaja do swojej efektywnej obserwacji znacznie wyz-
szych natezen Swiatta niz klasyczne zjawiska optyki liniowej. Wspoélnie stanowia
one nie tylko potezne narzedzie badawcze, ale rowniez fundament wspolczesnej
fotoniki nieliniowej i technologii ultraszybkich.

Zadania

10.1.

10.2.

10.3.

10.4.

10.5.

Rozwaz model elektronu w nieliniowym potencjale opisanym sita przy-
wracajaca Fon = —kgx — k,(f)xZ. Oblicz, dla jakiego wychylenia x czton
nieliniowy sily staje si¢ réwny 1% czlonu liniowego. Zakladajac, ze wy-
chylenie z jest rzedu promienia atomu wodoru (promiefi Bohra, ag =
0,5 x 10719 m), oszacuj stosunek nieliniowej stalej sprezystosci k((f) do
liniowej stalej sprezystosci kq.

Laser neodymowy (Nd:YAG) emituje promieniowanie o dlugosci fali A\; =
1064 nm. Wiazka ta zostaje rozszczepiona. Jedna z czesci ulega procesowi
generacji drugiej harmonicznej. Nastepnie wygenerowana w ten sposob
wiazka ulega procesowi generacji sumy czestosci z druga (niezmieniona)
czeScia wiazki pierwotnej. Oblicz dlugosé fali promieniowania opuszczaja-
cego uktad. Jak inaczej nazywa sie ten sumaryczny proces nieliniowy?

W krysztale nieliniowym zachodzi proces optycznego wzmocnienia pa-
rametrycznego. Krysztal pompowany jest wigzka lasera o dlugosci fali
Ap = 355 nm (trzecia harmoniczna lasera Nd:YAG). Na wejscie ukladu
podawany jest rowniez staby sygnal o dtugoéci fali Ay = 600 nm. Korzy-
stajac z zasady zachowania energii, oblicz dlugoéc¢ fali wiazki jatowej A;,
ktéra zostanie wygenerowana w tym procesie.

Proces generacji drugiej harmonicznej dla fal ptaskich wymaga spelnie-
nia warunku zachowania pedu fotonéow: hks, = 2hk,. Udowodnij, ze
w przypadku propagacji wspélliniowej obu fal, warunek ten sprowadza
sie do wymogu zréwnania wspolczynnikow zatamania dla obu czestodci:
n(2w) = n(w). Dlaczego w typowych osrodkach izotropowych wykazuja-
cych normalng dyspersje (dn/dw > 0) spelnienie tego warunku jest nie-
mozliwe bez wykorzystania dwéjlomnosci krysztaléw?

Optyczny efekt Kerra opisuje sie czesto fenomenologicznym réwnaniem
na zalezny od natezenia wspdlczynnik zatamania: n(I) = ng + nol, gdzie
ng to liniowy wspoélczynnik zalamania, a no to nieliniowy wspélczynnik
zalamania (proporcjonalny do X(3)). Dla topionego kwarcu ng = 1,45, a
ng ~ 3 x 10716 cm? /W. Laser impulsowy emituje impulsy o mocy szczy-
towej P = 10 MW, skupione na plamce o $rednicy d = 10 pum. Oblicz
natezenie Swiatta I w ognisku oraz oszacuj, o ile zmieni sie wspotczynnik
zalamania An w centrum wiazki.
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10.6. Zgodnie z reguta Millera, wielkos¢ odpowiedzi nieliniowej drugiego rzedu
mozna powiazaé z podatnoécia liniowa: x(? (2w;w,w) o xM (2w) [X(l)(w)f.
Zalbézmy, ze dysponujemy dwoma réznymi krysztatami niedoskonale prze-
zroczystymi w badanym widmie. Dla pierwszego krysztatu liniowa podat-
nosé wynosi XS) =1, a dla drugiego, wykazujacego silniejsza polaryzacje,
Xg) = 2 (zakladamy dla uproszczenia brak dyspersji, x(V (w) = x")(2w)).
Przy zalozeniu tej samej struktury anharmonicznej (ten sam wspétczynnik
proporcjonalnosci w regule Millera), ile razy silniejszej podatnosci nielinio-
wej x(?) nalezy spodziewaé sie w krysztale B w stosunku do krysztatu A?

257



Rozdziat 11

7Zrodla Swiatla

11.1 Wprowadzenie

Zrozumienie mechanizméw lezacych u podstaw emisji promieniowania elektro-
magnetycznego w ujeciu elektrodynamiki klasycznej, a nastepnie wprowadzenie
modelu Lorentza, ktéry z dobrym przyblizeniem opisuje oddzialywanie $wia-
tta z materia, bylo celem rozdziatu 9. W niniejszym rozdziale oméwimy zrédta
Swiatla wykorzystywane wspdlczesnie w nauce i technice. Nierzadko w tych roz-
wazaniach bedziemy uciekaé¢ sie do kwantowego opisu swiatta i materii, ktory
pozwoli lepiej zrozumie¢ nature réznych zZrodel oraz statystyke emitowanego
przez nie promieniowania.

Kwantowa natura promieniowania pozwala sklasyfikowaé zrédla $wiatla na
podstawie statystyki emitowanych fotonéw. Zrédla chaotyczne, czyli wick-
szo$¢ wystepujacych w naturze Zrodet termicznych oraz niespéjnych zrodet wyta-
dowczych, charakteryzuja sie statystyka oparta na rozkladzie Bosego-Einsteina.
Emisja w takich uktadach jest sekwencja niezaleznych, losowych zdarzen spon-
tanicznych. Manifestacja tego zjawiska sa fluktuacje natezenia Swiatla oraz
zjawisko grupowania fotonéw. Funkcja korelacji czasowej drugiego
rzedu, definiowana jako:

g (r) = <I(t<)ll((tt); 0, (11.1)

gdzie T jest opdznieniem czasowym pomiedzy detekcja dwdch fotonéw, a I(t)
oznacza chwilowe natezenie promieniowania, dla Swiatta termicznego przyjmuje
wartoéé ¢ (0) = 2 (co wynika z relacji momentéw dla tego rozktadu, gdzie
(I*) = 2(I)?), po czym zanika do jednoéci dla opdznien 7 — co. Oznacza to, ze
prawdopodobienstwo detekcji drugiego fotonu natychmiast po pierwszym jest
dwukrotnie wyzsze niz dla zdarzen catkowicie niezaleznych.

Zupelnie odmienna statystyke wykazuja zrodla koherentne, czyli lasery. W
przeciwienstwie do zrédet termicznych, w tego typu urzadzeniach musi by¢ spet-
niony okreslony warunek progowy, okreslany mianem progu akcji laserowej.
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Tablica 11.1: Poréwnanie parametréw statystycznych promieniowania ze Zrédet
termicznych i laserowych.

Parametr Zrédlo termiczne Laser

(chaotyczne) (idealny stan
koherentny)

Statystyka emisji Bosego-Einsteina Poissona

fotonow

Wariancja liczby (n)? + (n) (n)

fotonéw ((An)?)

Funkcja korelacji 2 (grupowanie fotonéw) 1 (brak grupowania)

2. rzedu g@(0)

Szeroko$¢ widmowa Ar  Rzedu THz do PHz Rzedu Hz do MHz

Powyzej progu zaczyna dominowaé¢ tzw. emisja wymuszona, ktéra deter-
minuje proces generacji promieniowania. Emitowane z lasera fotony znajduja
sic w tzw. stanie koherentnym. W stanie tym iloczyn nieoznaczono$ci po-
miedzy faza a amplitudg emitowanego pola przyjmuje warto$¢ minimalng, a
statystyka emisji fotonéw opisywana jest rozkladem Poissona. Dla idealnego
swiatla spdjnego wariancja liczby fotonéw jest rowna jej wartosci éredniej, a
funkcja korelacji wynosi ¢g(® (1) = 1 niezaleznie od czasu opéZnienia. Ozna-
cza to absolutny brak zjawiska grupowania fotonéw oraz drastyczna redukcje
fluktuacji amplitudy pola w stosunku do $wiatla chaotycznego. To wlasnie prze-
kroczenie ograniczen naturalnej statystyki emisji termicznej zainicjowalo rozwdéj
nowoczesnej fotoniki nieliniowej i optyki kwantowej.

Zestawienie wlasciwosci roznych érodet Swiatta zostato zaprezentowane w
Tablicy 11.1.

11.2 Termiczne zZzrédla Swiatla i promieniowanie
ciata doskonale czarnego

Kazde cialto, ktérego temperatura jest wyzsza od zera bezwzglednego, nieustan-
nie emituje promieniowanie elektromagnetyczne. Spektrum tego promieniowa-
nia (czyli to, jakie dlugosci fal sa emitowane najsilniej) zalezy jednak w rzeczywi-
stosci od wielu skomplikowanych cech materiatu. Aby zrozumieé¢ fundamentalne
prawa rzadzace emisja termiczna, w roku 1859 Gustav Kirchhoff zaproponowat
koncepcje obiektu wyidealizowanego — ciala doskonale czarnego.

Ciato doskonale czarne to abstrakcyjny fizyczny uklad, ktéry pochlania cale
padajace na niego promieniowanie, niezaleznie od dlugosci fali i kata padania
(stad przymiotnik ,czarne”). Z termodynamiki wynika jednak bardzo wazny
wniosek: skoro cialo doskonale pochlania, w stanie réwnowagi termicznej musi
réwniez doskonale emitowaé, aby nie ulec nieskoriczonemu nagrzaniu. Stanowi
ono zatem idealny emiter promieniowania — w danej temperaturze T emituje ono
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maksymalna mozliwa moc promieniowania dla kazdej dlugosci fali. Dobrym
modelem takiego ukladu jest szczelnie zamknieta wneka (piec) rozgrzana do
temperatury T, z niewielkim otworem, przez ktéry moze wydostawaé sie Swiatto.
Promieniowanie wylatujace przez ten otwér ma charakterystyke promieniowania
idealnego ciata doskonale czarnego.

11.2.1 Katastrofa w nadfiolecie

Pod koniec XIX wieku fizycy prébowali opisaé¢ rozklad promieniowania emi-
towanego z wneki, uzywajac klasycznej termodynamiki oraz elektrodynamiki
Maxwella. Wyobrazmy sobie promieniowanie we wnece jako zbiér stojacych fal
elektromagnetycznych (tzw. modéw wneki). Fale o krétszej dlugosei latwiej
y2upakowac¢” we wnece niz fale dlugie, tzn. wiecej fragmentéw o potowie dlugosci
fali mozna zmiesci¢ we wnece o danej dtugosci dla fal krétszych niz dtuzszych.
Doktadna analiza matematyczna pokazuje, ze gesto$é¢ dostepnych modéw pola
(czyli ich liczba na jednostkowa objetosé i przedzial czestosci) gwaltownie ro$nie
wraz z czestoscia kotowa w i wyraza sie wzorem g(w) = w?/72c3.

W myél klasycznego twierdzenia o ekwipartycji energii, kazdy mod
wneki w stanie rownowagi termicznej powinien posiadaé¢ taka sama Srednig
energie (E) = kpT, niezaleznie od swojej czestosci, gdzie kg to stala Bolt-
zmanna. Mnozac gesto$é modéw g(w) przez te sama Srednig energie na mod,
kgT, uzyskujemy klasyczne prawo Rayleigha-Jeansa. Opisuje ono gestosc¢
energii promieniowania we wnece prj(w) w funkcji czestosci kolowej w:

w2

pri(w) = g(w)(E) = 5 5kpT. (11.2)
Wynik ten natychmiast ujawnia fundamentalny problem dziewigtnastowiecznej
fizyki. Prawo Rayleigha-Jeansa przewiduje bowiem, ze gestos¢ promieniowania
rosnie do nieskonczono$ci wraz ze wzrostem czestosci. Oznaczaloby to, ze otwar-
cie drzwiczek domowego pieca skutkowaloby $miertelnym poparzeniem promie-
niami v, a catkowita energia wneki bylaby nieskoniczona. Zjawisko to przeszto
do historii jako katastrofa w nadfiolecie i — jak sie okazalo — bylo bezposred-
nim impulsem, ktory pchnal Maxa Plancka na droge do stworzenia mechaniki
kwantowe;j.

11.2.2 Kwantowanie pola

Rozwiazanie tego paradoksu, zaproponowane w 1900 roku przez Maxa Plancka,
wymagalo rewolucyjnego odejscia od klasycznych zalozen fizyki. Planck zrozu-
mial, ze érednia energia modéw o wysokich czestoéciach nie moze byé¢ réwna
kgT, a musi ona drastycznie male¢, by zapobiec katastrofie. Aby to osiagnac,
sformutowal stynny postulat (poczatkowo traktujac go zaledwie jako ,matema-
tyczna sztuczke”): energia nie moze by¢ wymieniana pomiedzy atomami $cian
wneki a polem elektromagnetycznym w sposob ciagly. Zgodnie z tg teza energia
jest uwalniana i pochtaniana tylko w dyskretnych porcjach zwanych kwantami.
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Wielkos¢ pojedynczego kwantu zalezy od czestosci promieniowania i wynosi:
E; =hv = hw. (11.3)

W klasycznej termodynamice prawdopodobienstwo obsadzenia wyzszego stanu
energetycznego rzadzie si¢ rozkladem Boltzmanna (Ludwig Boltzmann 1844—
1906) i zalezy od czynnika exp(—E/kpT). Dla matych czestosci (fale radiowe,
podczerwien), porcja energii hw jest malutka w poréwnaniu do dostepnej ener-
gii termicznej kgT. W takim przypadku poduklady z latwosciag wymieniaja
energie, i wszystko zachowuje sie zgodnie z klasyczna zasada ekwipartycji.

Sytuacja zmienia sie diametralnie w nadfiolecie i dla promieni o jeszcze wigk-
szej czestotliwosci. Dla tak wysokich czestoéci kwant energii hw jest znacznie
wiekszy od $redniej energii cieplnej kgT'. Z punktu widzenia fizyki statystycz-
nej uktadu po prostu ,nie sta¢” na to, by wzbudzi¢ taki wysokoczestotliwo-
$ciowy mod (prawdopodobienstwo wzbudzenia exp(—hw/kpT) jest bliskie zera).
Mozna zatem powiedzieé, ze wysokoczestotliwodciowe oscylatory ,zamarzaja”.

Stosujac sumowanie po statystyce Boltzmanna dla skwantowanych pozio-
moéw energii F,, = nhw, wyznaczamy nowa, kwantowa srednia energie oscyla-

tora:
By (11.4)

exp (&—‘*’T) -1
Mnozac te (poprawna juz) wartosé éredniej energii przez gestosé dostepnych

modéw elektromagnetycznych, uzyskujemy fundamentalne prawo Plancka:

hw3 1
p(w,T) =

(11.5)

Zauwazmy elegancje tego rozwiazania: czynnik eksponencjalny w mianowniku
sprawia, ze dla duzych w rozklad gwaltownie zanika do zera (rozwiazujac pro-
blem katastrofy nadfioletowej). Z kolei dla bardzo malych czestosci, mianownik
mozemy rozwinaé w szereg Taylora (exp(z) &~ 14x), co sprawia, ze wzér Plancka
plynnie sprowadza sie do klasycznego wzoru Rayleigha-Jeansa. Prawo Plancka
stalo si¢ historycznym poczatkiem rewolucji kwantowe;j.

Réznica pomiedzy widmem przewidywanym dla ciala doskonale czarnego w
ramach elektrodynamiki klasycznej oraz mechaniki kwantowej pokazana jest na
rys. 11.1.

11.2.3 Rzeczywiste termiczne zrédta swiatla

Zanim przejdziemy do dalszych rozwazan matematycznych, warto odnie$¢ wy-
idealizowany model abstrakcyjnego ciala doskonale czarnego do otaczajacej nas
rzeczywistosci. Skoro niniejszy rozdzial poswigcony jest badaniu Zrodel swiatla,
nasuwa sie¢ pytanie: gdzie w przyrodzie i technice odnajdujemy obiekty dziala-
jace na podstawie opisywanej tu emisji termicznej?
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Rysunek 11.1: Rozklad gestosci energii promieniowania ciala doskonale czarnego
przewidywany przez teorie klasyczng (prawo Rayleigha-Jeansa) oraz mechanike
kwantowa (prawo Plancka). Nieograniczony wzrost energii dla krétkich fal w
modelu klasycznym obrazuje absurd fizyczny znany jako katastrofa w nadfiole-
cie. W rzeczywistosci, zgodnie z postulatami Plancka, widmowa gestos¢ energii
dla bardzo krétkich fal (wysokich czestodci) gwaltownie dazy do zera.

Najpotezniejszym i najbardziej naturalnym przykladem takich zrédet s
gwiazdy. Widmo promieniowania naszego Stonca, ktérego temperatura po-
wierzchni (fotosfery) wynosi okolo 5778 K, z ogromng dokladnoscia pokrywa
sie z krzywa Plancka (co obrazuje rys. 11.2). Co fascynujace, maksimum emisji
Storica przypada na centralng cze$é widma widzialnego (barwa z6lto-zielona),
do ktérej ludzkie oko uksztaltowalo sie ewolucyjnie, aby widzie¢ optymalnie.

Z kolei w technice sztandarowym przyktadem jest zaréwka z zarnikiem wol-
framowym. Przeptywajacy prad elektryczny rozgrzewa w niej cienkie widékno do
temperatury okoto 3000 K. Zgodnie z prawem Plancka, dla takiej temperatury
maksimum emisji znajduje sie gleboko w pasmie bliskiej podczerwieni. Jedy-
nie niewielki utamek (okolo 5%) emitowanej przez zaréwke energii przypada na
uzyteczny zakres widzialny. Zrozumienie krzywej Plancka tlumaczy zatem bez-
posrednio, dlaczego tradycyjne zaréwki sg tak mato wydajnymi zrédlami Swiatta
— w istocie stanowig one doskonale grzejniki na podczerwien, a samo zjawisko
widzialnego $wiecenia jest jedynie ich termicznym ,skutkiem ubocznym” Na-
wet zarzace sie drwa w kominku to nic innego jak emitery termiczne, ktérych
staby, czerwonawy blask wprost informuje nas o ich duzo nizszej temperaturze
(zazwyczaj ponizej 1200 K).

262



g
=)
———

=== Model ciata doskonale czarnego (5778 K) ]

— Rzeczywiste widmo Stonca

—
W

1.0

g
i

e
=)

Widmowa gesto$é promieniowania [W m™2 nm™']

L [ L L L L L L L L L L L L L L L L L L L
500 1000 1500 2000 2500
Dtugos¢ fali A [nm]

Rysunek 11.2: Poréwnanie krzywej promieniowania ciala doskonale czarnego dla
temperatury 5778 K z rzeczywistym widmem promieniowania stonecznego do-
cierajacego do szczytu ziemskiej atmosfery. Niezwykla zgodnos¢é obu krzywych
stanowi bezsprzeczny empiryczny dowoéd uniwersalnosci prawa Plancka. Wi-
doczne ,szarpane” spadki w pomierzonym widmie Slonica wynikaja ze zjawisk
absorpcji $éwiatta w chtodniejszych, zewnetrznych warstwach atmosfery gwiazdy.

11.2.4 Prawo Stefana-Boltzmanna i prawo Wiena

Calkowanie rozkladu Plancka po pelnym spektrum pozwala wyznaczy¢ calko-
wite natezenie ciata doskonale czarnego. Prowadzi to analitycznie do prawa
Stefana-Boltzmanna (Josef Stefan 1835-1893):

I(T) = /OOO Ep(w, T)dw = oT*, (11.6)

gdzie o jest stalg Stefana-Boltzmanna. Zalezno$¢ catkowitej emisji od czwartej
potegi temperatury determinuje wykorzystanie wysokotemperaturowych zrédet
plazmowych do generacji niezwykle intensywnych pél radiacyjnych.

Rozklad gestos$ci promieniowania mozna przetransformowaé¢ z domeny cze-
stosci w do domeny dlugosci fali A. Roézniczkowanie tak uzyskanego rozkladu
p(\, T) wzgledem A i przyréwnanie pochodnej do zera pozwala wyznaczy¢ wierz-
chotek krzywej emisyjnej. Rozwiazanie tej relacji transcendentalnej dostarcza
prawa przesunie¢ Wiena (Wilhelm Wien 1864-1928):

AmaxT = b, (11.7)

gdzie b jest stala Wiena. Fizyczna interpretacja tego prawa pozwala iloSciowo
okredli¢ zmiane barwy promieniowania temperaturowego. Wzrost temperatury
skutkuje przesunieciem maksimum emisji ze strefy podczerwieni w kierunku
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widma optycznego i ultrafioletu. Dlatego rozgrzewany metal najpierw zaczyna
Swieci¢ na czerwono, nastepnie na z6tto, a najgoretsze gwiazdy wydaja sie bte-
kitne, co znajduje szerokie zastosowanie w pirometrii i astrofizyce. Rysunek 11.3

przedstawia widma emisji ciala doskonale czarnego dla kilku przykladowych
temperatur.
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Rysunek 11.3: Widma promieniowania ciala doskonale czarnego (krzywe
Plancka) wykreslone dla réznych temperatur. Pole powierzchni pod kazda
z krzywych obrazuje calkowita emitancje, ktéra zgodnie z prawem Stefana-

Boltzmanna roénie proporcjonalnie do czwartej potegi temperatury (T'4). Z kolei
prawo przesunie¢ Wiena manifestuje sie poprzez przesuwanie sie wierzchotkéw

krzywych (maksiméw emisji) w strong coraz krétszych fal w miare nagrzewania
sie obiektu.

11.3 Niespdjne zrédla atomowe i polprzewodni-
kowe

Przejécie od makroskopowych zrédel termicznych do selektywnych zrédet o wez-
szym widmie wymaga opisu uktadéw kwantowych na poziomie mikroskopowym.
Emisja w takich ukladach jest pozbawiona fazowej koordynacji, stanowiac su-

perpozycje zdarzen niezaleznych, stad wynikowe promieniowanie charakteryzuje
si¢ bardzo krétka droga koherencji.

11.3.1 Emisja spontaniczna

Wyobrazmy sobie uktad kwantowy posiadajacy jedynie dwa stany energetyczne:
stan podstawowy i stan wzbudzony. W stanie réwnowagi termodyna-
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Rysunek 11.4: Oddzialywanie promieniowania z materia: absorpcja, emisja
spontaniczna i emisja wymuszona. Strzalki pionowe wskazuja kierunek przejscia
kwantowego, a faliste reprezentujg zaabsorbowane lub wyemitowane fotony.

micznej proporcja obsadzen tych stanéw opisana ww. jest rozkladem Bolt-

zZmanna.:
2
No _ _AE 11.
eXp( kBT)’ (11.8)

gdzie N7 i N5 sa obsadzeniami odpowiednio stanu podstawowego i wzbudzonego,
AF jest réznica energii pomiedzy tymi stanami, za§ T' temperatura uktadu.
Warto zwréci¢ uwage, ze obsadzenia te bardzo silnie zaleza od réznicy energii
AFE. Przykladowo, w temperaturze pokojowej energia termiczna wynosi zaled-
wie kT = 25 meV, podczas gdy réznica energii stanéw zwiazanych z przejSciami
elektronowymi w atomach wynosi zwykle kilka elektronowoltéw. Sprawia to, ze
czynnik eksponencjalny jest niezwykle bliski zera (AFE > kgT), a wiec 100% po-
pulacji znajduje si¢ w stanie podstawowym, zas termiczne wzbudzenie elektronu
jest niemal caltkowicie niemozliwe. Inaczej jest w przypadku przej$é pomiedzy
poziomami oscylacyjnymi lub rotacyjnymi, gdzie odleglto$ci miedzy poziomami
sa znacznie mniejsze (odpowiednio dziesiatki meV oraz pojedyncze meV). W ich
przypadku nawet w temperaturze pokojowej termiczne wzbudzenie wyzszych
poziomow staje sie wysoce prawdopodobne, a obsadzenia sgsiadujacych pozio-
moéw sa do siebie zblizone.

Jezeli z uwagi na procesy zewnetrzne (na przyklad pochloniecie energii w
wyniku zderzenia niesprezystego) uklad kwantowy (np. atom) znajdzie sie w
stanie wzbudzonym o energii F5, uklad zostaje wytracony z réwnowagi termo-
dynamicznej. Poniewaz stan taki jest niestabilny, to po pewnym czasie atom
ulega relaksacji, powracajac do stanu podstawowego E;. Proces ten, zwany
emisja spontaniczna, odbywa sie poprzez wyemitowanie kwantu energii (fo-
tonu) o czestosci kolowej w = (Ey — E1)/h (rys. ??). Co ciekawe z punktu
widzenia fundamentéw fizyki, relaksacja ta indukowana jest przez oddzialywa-
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nie atomu z tzw. zerowymi fluktuacjami prézni pola elektromagnetycznego,
jest wiec sztandarowym przykladem procesu opisywanego w ramach elektrody-
namiki kwantowej.

Dla zespotu wielu atomdw, szybko$¢ powracania ukladu do réwnowagi ter-
modynamicznej (czyli tempo ubywania populacji stanu wzbudzonego Ny) opisy-
wana jest fenomenologicznym wspéltczynnikiem Einsteina As; (Albert Ein-
stein 1879-1955):

% = —A51 Ns. (11.9)

Aby wyznaczy¢ analitycznie warto$é tego wspoétezynnika z zasad pierwszych,
konieczne jest zastosowanie aparatu rachunku zaburzen i wywodzacej sie z niego
zlotej reguly Fermiego. Regula ta pozwala precyzyjnie obliczy¢ prawdopodo-
bienstwo przejicia uktadu ze stanu poczatkowego do koncowego pod wplywem
sprzezenia z polem elektromagnetycznym. Wedlug niej tempo tego przejscia
jest wprost proporcjonalne do dwéch odrebnych, kluczowych sktadowych. Po
pierwsze, do gestosci dostepnych stanéw konicowych (w tym przypadku mowa
o liczbie dostepnych modéw prozni pola elektromagnetycznego, w ktére moze
zosta¢ wyemitowany foton). Po drugie, do kwadratu elementu macierzowego,
ktéry opisuje wewnetrzng site sprzezenia miedzy atomem a polem. Ogranicza-
jac sie do najsilniejszego czlonu tego oddzialywania (tzw. przyblizenie dipo-
lowe), kluczowym parametrem staje si¢ elektryczny dipolowy moment przejscia
dis = e(1]#]2) (daszki nad symbolami oznaczaja tu operatory mechaniki kwan-
towej, zas (...| oraz |...) to wektory stanu w notacji Diraca).

Fizycznie, element macierzowy momentu dipolowego przejscia dio wynika
z kwantowej superpozycji stanu poczatkowego i koncowego. Zalezy on wprost
od tego, w jakim stopniu funkcje falowe obu tych stanéw przekrywaja sie w
przestrzeni. Rozklad ladunku w takim stanie superpozycji wykazuje oscylu-
jaca asymetrie, dzieki czemu atom sprawnie sprzega sie z polem elektromagne-
tycznym (dzialajac niczym miniaturowa antena). Im wieksza warto$¢ momentu
przejscia, tym szybciej zachodzi emisja. Ostatecznie, na podstawie ztotej reguly
Fermiego, wspélczynnik emisji spontanicznej w prozni wyraza sie wzorem:

o w3\6112|2

Ao = )
2 3meghc?

(11.10)

Widaé zatem, ze szybkos$¢ emisji spontanicznej jest wprost proporcjonalna do
trzeciej potegi czestoéci emitowanego promieniowania (w?) oraz do kwadratu
wartosci oczekiwanej momentu dipolowego przejécia. Ten silny zwiazek z cze-
stoscia tlumaczy, dlaczego uklady tak chetnie i blyskawicznie emituja promie-
niowanie wysokoenergetyczne (np. rentgenowskie czy optyczne), podczas gdy
stany wzbudzone w rezimie mikrofalowym czy radiowym mogg charakteryzowaé
sie niezwykle dtugim czasem zycia.

7 powyzszej dyskusji wytania si¢ najwazniejsza cecha emisji spontanicznej:
jest to proces na wskro$ stochastyczny i niezalezny. Kazdy atom emituje swoj fo-
ton w zupelnie losowym momencie, z przypadkowsa fazg poczatkows i w wysoce
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przypadkowym kierunku w przestrzeni tréjwymiarowej. Wypadkowe promienio-
wanie zliczane z ogromnej liczby takich atoméw przypomina szum akustyczny w
zatloczonym pomieszczeniu — jest catkowicie pozbawione globalnej koherencji.
Wilaénie z tego powodu klasyczne Zrodla swiatla, oparte na wyltadowaniach elek-
trycznych czy rekombinacji nosnikow w péiprzewodnikach, o ktoérych piszemy
w kolejnym rozdziale, generuja wytacznie $wiatto niespdjne. Podlega ono sta-
tystyce $wiatla chaotycznego (termicznego), zdominowanej przez rozklad
Bosego-Einsteina, o czym wspominaliSmy na samym poczatku tego rozdziatu.

11.3.2 Lampy wytadowcze i diody elektroluminescencyjne

Klasycznym przyktadem wykorzystania opisanego powyzej mechanizmu sa lampy
wyladowcze wypelnione rozrzedzonymi gazami szlachetnymi (np. neon, argon)
lub parami metali (np. séd, rteé¢). Uklad taki jest ,pompowany” energia kine-
tyczna ze zderzen niesprezystych z przyspieszanymi w zewnetrznym polu elek-
trycznym swobodnymi elektronami (emitowanymi z katody, przez ktéra plynie
prad). Powstajace linie widmowe nie sa nieskoriczenie waskie. Czas zycia stanu
wzbudzonego 7y, = 1/A2; wymusza poszerzenie naturalne linii (lorentzow-
skie) do szerokos$ci Awypat = Aa1, co wynika bezposrednio z zasady nieoznaczo-
nosci Heisenberga.

W rzadkich gazach dominuje jednak poszerzenie dopplerowskie o cha-
rakterze niejednorodnym. 7 uwagi na termiczny ruch atoméw, czestos¢ emito-
wanego promieniowania podlega zjawisku Dopplera, ktére sprawia, ze foton
emitowany w uktadzie wlasnym poruszajacego si¢ atomu z czestoscia wyp, dociera
do obserwatora z przesunieta wartoscia Aw = wy(v/c), gdzie v jest predkoscia
atomu wzgledem obserwatora, mogaca przyjmowac¢ zaréwno wartosci dodatnie,
jak i ujemne. Poniewaz predkosci atoméw w gazie opisywane sa statystycznym
rozkladem Maxwella-Boltzmanna, wypadkowe widmo emisji z calego gazu ulega
poszerzeniu i przyjmuje ksztalt profilu Gaussa o pelnej szerokosci potowkowej:

8kpT'In2

Awp = wp 5

1111
e (11.11)

gdzie m jest masa pojedynczego atomu.

Zwigkszenie ci$nienia w gazie (co wymusza znacznie czestsze elastyczne zde-
rzenia miedzy atomami) prowadzi do kolejnego efektu dekoherencji, poszerzajac
dodatkowo emitowane linie widmowe (tzw. jednorodne poszerzenie zderze-
niowe).

Zmnaczacy postep w elektronice i optoelektronice przyniést rozwéj diod elek-
troluminescencyjnych (LED). Urzadzenia te nie opieraja si¢ na emisji ter-
micznej w wysokiej temperaturze (jak np. zaréwki zarnikowe), lecz na elek-
troluminescencji, ktora jest procesem nietermicznej emisji $wiatla wywotanej
przeplywem pradu przez zlacze pn. Ztacze takie sklada sie z dwdch obszaréw
polprzewodnika: typu p (gdzie dominuja dodatnie dziury) oraz typu n (gdzie
dominuja swobodne elektrony). Ich fizyczne zetkniecie prowadzi do swobod-
nej dyfuzji tadunkéw i powstania na granicy waskiego obszaru zubozonego
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z wolnych no$nikéw. W stanie réwnowagi termodynamicznej (bez przylozo-
nego napiecia) w obszarze tym weciaz dochodzi do pojedynczych, rzadkich aktéw
spontanicznej rekombinacji i emisji fotonéw [lewa strona rys. 11.5]. Proces ten
jest jednak $cisle réwnowazony przez termiczna generacje nowych par elektron-
dziura, w zwiazku z czym zlacze makroskopowo nie emituje swiatta.

Aby dioda LED moglta sprawnie emitowaé¢ promieniowanie, buduje sie ja z
materiatéw polprzewodnikowych posiadajacych tzw. prosta przerwe ener-
getyczng E,, (np. arsenek galu GaAs, azotek galu GaN). Oznacza to, ze
na wykresie pasmowym wierzcholek pasma walencyjnego (gdzie przebywaja
dziury) i dno pasma przewodnictwa (gdzie swobodnie plyna elektrony) znaj-
duja sie¢ w tym samym punkcie przestrzeni pedéw (maja ten sam wektor falowy
k). Jest to kluczowe zjawisko fizyczne: poniewaz uciekajacy foton niesie ze soba
znikomo maly ped, elektron spadajacy z pasma przewodnictwa do walencyjnego
moze zrekombinowaé z dziura oddajac cala swoja energie w postaci Swiatla, bez
naruszania zasady zachowania pedu.

Sytuacja zmienia si¢ drastycznie po spolaryzowaniu zlacza pn w kierunku
przewodzenia — czyli po przylozeniu zewnetrznego napiecia o polaryzacji prze-
ciwnej do wewnetrznego pola elektrycznego obszaru zubozonego [prawa strona
rys. 11.5]. Dochodzi wéwczas do istotnego obnizenia dyfuzyjnej bariery poten-
cjalu. Umozliwia to gwaltowny przeplyw wiekszosciowych noénikéw tadunku
przez granice ztacza: elektrony z obszaru n dyfunduja do obszaru p, natomiast
dziury z obszaru p przenikaja do obszaru n. Nosniki te staja sie w tych rejo-
nach nadmiarowymi no$nikami mniejszo$ciowymi, stad zjawisko to nosi nazwe
wstrzykiwania no$nikéw mniejszosciowych. Ta lokalna, masowa akumu-
lacja tadunkéw catkowicie zaburza stan rownowagi uktadu, wywolujac kaskade
proceséw rekombinacji spontanicznej i zwiazanej z nia makroskopowej emisji
promieniowania, z ktérej na co dzien korzystamy.

W pierwszym przyblizeniu dlugosé fali emitowanej z diody LED zalezy od
szerokosci przerwy wzbronionej. Jednoczesnie ksztalt profilu widmowego emito-
wanego promieniowania jest bezpoérednim odzwierciedleniem rozkladu energe-
tycznego wstrzyknietych nosnikéw w pasmach. Pelna szeroko$é¢ poléwkowa linii
wynosi w przyblizeniu AF = 1,8kpT. W temperaturze pokojowej (1" =~ 300 K)
energia termiczna wynosi kgT =~ 25 meV, co implikuje szerokosé energetyczna
linii na poziomie okoto 45 meV. W dziedzinie optycznej przektada sie to bez-
posrednio na szeroko$¢ widmowa od 10 nm do 50 nm, zaleznie od centralnej
dlugoéci fali emisyjnej. Taka charakterystyka plasuje diody LED jako zrédla o
wlasciwosciach kompromisowych pomiedzy szerokopasmowa, ciagla emisja ter-
miczng a wysoce monochromatycznymi liniami laserowymi. Przyklady widm
emisji réznych diod LED zostaly przedstawione na rys. 11.6.

Osiagniecie pelnego spektrum barw, ze szczegdlnym uwzglednieniem kluczo-
wego obszaru fioletu i biekitu, stalo sie mozliwe dzieki wprowadzeniu struktur
studni kwantowych opartych na mieszankach azotku galu i indu (InGaN). Prze-
lom ten stanowil bezposredni fundament rewolucji we wspolczesnej technice
oswietleniowej i energooszczednej. Niemniej jednak, z punktu widzenia inzy-
nierii optycznej i fizyki urzadzen, kluczowym wyzwaniem pozostaje optymali-
zacja wydajnosci ekstrakcji Swiatta z wnetrza struktury. Wysoki wspél-
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Rysunek 11.5: Zasada dzialania diody elektroluminescencyjnej (LED). W gér-
nej czesci widoczny jest schemat struktury zlacza pn obrazujacy przestrzenne
rozmieszczenie no$nikéw tadunku. W dolnej czeéci przedstawiono uproszczony
diagram pasmowy dla materialu z prosta przerws energetyczna. Widoczne po
lewej stronie zlacze niespolaryzowane cechuje si¢ réwnowaga termodynamiczna
(pojedyncze akty rekombinacji). Polaryzacja zlacza w kierunku przewodzenia
(ponizej) obniza bariere potencjalu, co umozliwia potezne wstrzykiwanie nosni-
kéw i lawinowa rekombinacje skutkujaca jasna emisja fotonow.

czynnik zalamania Swiatla materialéw polprzewodnikowych (n ~ 2,5 — 3,5)
sprawia, ze kat krytyczny dla catkowitego wewnetrznego odbicia na plaskiej
granicy pélprzewodnik-powietrze jest skrajnie maty i wynosi zazwyczaj ponizej
20°. W efekcie przewazajaca wickszos¢ wygenerowanych stochastycznie foto-
néw zostaje uwieziona wewnatrz krysztalu i ulega bezpromienistej reabsorpcji
oraz termizacji. W celu przelamania tego ograniczenia wspolczesne przyrzady
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Rysunek 11.6: Znormalizowana charakterystyka widmowa emisji diod LED wy-
konanych z réznych zwigzkéw w temperaturze pokojowe;j.

poddaje si¢ zaawansowanym procesom technologicznym, takim jak chemiczne
teksturowanie powierzchni, stosowanie soczewek kapsultkujacych o dopasowa-
nym wspdlczynniku zalamania czy integracja z krysztalami fotonicznymi, co
pozwala skutecznie wyprowadzi¢ promieniowanie na zewnatrz diody.

11.4 Zrédla koherentne — lasery

Laser jest zrédtem Swiatla, ktére w odréznieniu od emiteréw oméwionych po-
przednio, bazuje nie na dyssypacji energii poprzez rozpad spontaniczny, lecz na
powielaniu fotonéw w procesie koherentnego oddzialywania fali elektromagne-
tycznej z osrodkiem aktywnym, wykorzystujac zjawisko emisji wymuszonej.
Dzigki temu lasery sa zrodtami $wiatla o niezwykle wysokiej gestosci spektralnej
energii (cho¢ niekoniecznie wielko$ci samej dostarczanej energii), ktére charakte-
ryzuje sie doskonata spdéjnoscia przestrzenna i czasowa. Budowa kazdego lasera
opiera si¢ na trzech fundamentalnych filarach: o$rodku optycznie czynnym
zapewniajacym wzmocnienie fali, ukladzie pompowania generujacym stan
inwersji obsadzen, oraz wnece rezonansowej (rezonatorze optycznym) od-
powiedzialnej za selekcje modowa i formowanie geometrycznych parametréw
wigzki.

11.4.1 Inwersja obsadzen i emisja wymuszona

W 1916 roku Albert Einstein zrewolucjonizowal kwantowa teorie Swiatta i mate-
rii, postulujac obok absorpcji i emisji spontanicznej istnienie trzeciego procesu —
emisji wymuszonej (rys. 11.4). Proces ten zachodzi, gdy na atom znajdujacy
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sie w stanie wzbudzonym o energii Fy pada zewnetrzny, rezonansowy foton o
energii odpowiadajacej dokladnie odlegtoéci miedzy poziomami: hw = FEs — Fy.
Pole elektryczne fali wywoluje natychmiastowe przejscie atomu ze stanu wzbu-
dzonego do stanu podstawowego, czemu towarzyszy emisja wtoérnego fotonu.
Co kluczowe, foton wtérny jest doskonala kopia fotonu inicjujacego caty proces,
tzn, posiada te sama faze, czestotliwo$é, polaryzacje oraz kierunek propagacji.
Proces ten jest zatem procesem przeciwnym do procesu absorpcji, podczas kté-
rego atom znajdujacy sie w stanie podstawowym absorbuje foton i przechodzi
o stanu wzbudzonego.

Prawdopodobienstwo zajécia procesu absorpcji oraz emisji wymuszonej na
jednostke czasu jest wprost proporcjonalne do spektralnej gestosci energii pola
promieniowania p,(w) wewnatrz o§rodka. Stalymi proporcjonalnosci sa odpo-
wiednie wspolczynniki Einsteina Bi, oraz Bsi. Rozwazajac warunki globalnej
rownowagi termodynamicznej materii z promieniowaniem ciata doskonale czar-
nego, Einstein wykazal, ze szanse na zaj$cie obu tych proceséow sterowanych
zewnetrznym polem sa tozsame, co prowadzi do relacji:

Bis = Boy. (11.12)

Taka forma réwnania osiagana jest przy zalozeniu, ze poziomy energetyczne nie
sa zdegenerowane (wagi statystyczne stanéw sa réwne jednosci).

Zadanie jednoczesnej réwnowagi termodynamicznej z rozktadem Plancka na-
rzuca réwniez Scisty pomost matematyczny pomiedzy wspoétczynnikiem emisji
wymuszonej By; a wspolczynnikiem emisji spontanicznej Asq:

A21 hw3

Zalezno$é ta, jawnie proporcjonalna do trzeciej potegi czestosci (w?), niesie
fundamentalne wyzwanie technologiczne. Wynika z niej bowiem, ze w miare
przechodzenia do fal coraz krétszych (dalekiego nadfioletu i fal rentgenowskich)
tempo niekoherentnej emisji spontanicznej rosnie, co drastycznie utrudnia kon-
strukcje wydajnych laseréw dla tego typu fal.

Przejdzmy teraz od opisu pojedynczego atomu do makroskopowego ujecia
fali o spektralnym natezeniu I, propagujacej sie wzdluz osi z przez osrodek
o gestosciach obsadzen poziomdéw wynoszacych odpowiednio N7 i No. Zmiana
natezenia wiazki na jednostkowej drodze zalezy od bilansu konkurujacych ze
soba proceséw wzmocnienia (emisji wymuszonej) i tlumienia (absorpcji):

% = 0y (w) [N2 — N1] Iy = ye(w) L, (11.14)

gdzie 0, (w) oznacza przekrdj czynny na emisje wymuszona, natomiast wielko$é
Ye(w) definiujemy jako ulamkowy wspdlczynnik wzmocnienia osrodka czynnego.
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Réwnanie (11.14) pod wzgledem struktury matematycznej jest identyczne z kla-
sycznym prawem absorpcji Beer-Lamberta (9.27) z ta réznica, ze czynnik sto-
jacy przy natezeniu moze teraz przyjmowaé wartosci ujemne (odpowiadajace
absorpcji), ale takze dodatnie (odpowiadajace emisji wymuszonej).

Aby przechodzace promieniowanie ulegalo rzeczywistemu, wykladniczemu
wzmocnieniu (v, > 0), czynnik w nawiasie kwadratowym musi by¢ dodatni,
co implikuje konieczno$¢ spelnienia warunku No > Nj. Stan, w ktorym liczba
atomoéw na poziomie wzbudzonym przewyzsza liczbe atomdéw na poziomie pod-
stawowym, nosi nazwe inwersji obsadzen (rys. 11.7). Poniewaz w warunkach

) . Inwersja obsadzen
Pompowanie Relaksacja i akcja laserowa
13— Es I3) E3 |3) =——E3
12) E; 12) Ey 2) E,

. stan
Pobudzenie metastabilny

—W\\>
o =3 > ‘“W”’W

,1>mE] |1>_n_ﬁ_E] |1> E;

Rysunek 11.7: Trzy etapy generacji promieniowania w laserze trzypoziomowym.
Zewnetrzne pobudzenie przenosi populacje atomoéw z poziomu podstawowego Eq
na poziom Fj3. Szybka, bezpromienista deekscytacja na poziom Fs prowadzi do
nagromadzenia tam nosnikéw. Gdy obsadzenie stanu metastabilnego przewyz-
szy obsadzenie stanu podstawowego, osiggnieta zostaje inwersja obsadzen, a
inicjujacy foton wywoluje lawinows emisje wymuszona spdjnego promieniowa-
nia.

réwnowagi termodynamicznej (zgodnie z rozkladem Boltzmanna) stan podsta-
wowy jest zawsze najbardziej obsadzony, inwersja jest stanem gleboko nieréw-
nowagowym. Jej wytworzenie wymaga dostarczenia z zewnatrz energii, co na-
zywamy pompowanie ukladu.

Z réwnania (11.14) wyplywa jeszcze jedna fundamentalna konsekwencja.
Préba uzyskania inwersji obsadzen w prostym uktadzie dwupoziomowym ska-
zana jest na niepowodzenie. Nawet nieskoriczenie silne pole pompujace moze w
takim rezimie doprowadzi¢ jedynie do idealnego wyréwnania populacji obu po-
zioméw (N1 = N3). Wéwezas procesy absorpcji i emisji wymuszonej dokladnie
sie réwnowaza, wspélezynnik wzmocnienia spada do zera (7. = 0), a osrodek
staje sie optycznie transparentny (jest to zjawisko nasycenia absorpcji). Z tego
powodu stabilnie dziatajace systemy laserowe musza opieraé sie na bardziej zto-
zonych, asymetrycznych ukladach kinetycznych (tréj- lub czteropoziomowych),
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w ktorych poziomy zaangazowane w pompowanie sg odseparowane od pozio-
méw roboczych akcji laserowej. Schemat tego procesu zostal przedstawiony na
rys. 11.7.

11.4.2 Rezonatory optyczne i wlasnosci wigzki

Sprzezenie zwrotne, absolutnie niezbedne do powstania oscylacji (akeji lasero-
wej), realizowane jest przez wprowadzenie osrodka optycznie czynnego do wneki
rezonansowej. Najczesciej jest to wneka typu Fabry’ego-Pérota, zbudowana z
dwoch zwierciadet o wspélczynnikach odbicia R; oraz Re. Warunek progowy
akcji laserowej osiagany jest w takim uktadzie wtedy, gdy wzmocnienie fali na
pelnym dystansie w te i z powrotem kompensuje catkowite straty rezonatora:

1 1
RiRyexp 2(Ypr — str) L] =1 = Ypr = qoer + oL In <R1R2> , (11.15)

gdzie ag, oznacza logarytmiczne straty wewnatrzwnekowe (np. rozpraszanie,
absorpcja na defektach), vpr to progowy wspélezynnik wzmocnienia, a L jest
fizyczna dlugoscia wneki.

Fala krazaca we wnece ulega wielokrotnej interferencji. Jak szczegdtowo
omowiono w rozdziale po$wigconym interferometrowi Fabry’ego-Pérota, zjawi-
sko to prowadzi do selekcji tzw. modéw podtuznych. Oznacza to, ze we wnece
powstaja tylko takie fale stojaca, dla ktérych caltkowita wielokrotnoéé¢ potowy
dhugosci fali odpowiada dlugosci wneki. W konsekwencji w laserze emitowane
mogg by¢ tylko takie mody podtuzne, dla ktérych czestotliwodé v; dana jest

zaleznodcia:
c

2L’
gdzie j jest liczba catkowita. W realnym laserze wzbudzaja sie tylko te mody
podluzne, ktére trafiaja w profil wzmocnienia osrodka y(v) i przewyzszaja prog
strat. Odstep pomiedzy sasiednimi modami podluznymi laser zalezy wylacznie
od geometrii rezonatora i jest rowny FSR rezonatora.

To, jak wiele z modéw podtuznych bedzie generowanych jednoczesnie, zalezy
w duzej mierze od natury poszerzenia linii emisyjnej osrodka czynnego. Jesli
ofrodek charakteryzuje sie¢ poszerzeniem jednorodnym (np. w krysztalach
w ciele stalym), wszystkie atomy sa nierozréznialne i wspélnie odpowiadaja za
wzmocnienie $wiatta. W takim ukladzie zachodzi silna konkurencja modéw:
mod najblizszy srodka krzywej narasta najszybciej, zuzywa niemal cala inwersje
obsadzen oérodka i dlawi rozwdj pozostatych modoéw. Skutkuje to przewaznie
praca jednomodowsg z waska linia emisyjna. W osrodkach a poszerzeniu
niejednorodnym (np. rozszerzenie dopplerowskie w gazach), poszczegdlne
czestotliwodci sg emitowane przez zbiory atoméw o réznych predkosciach ter-
micznych. Wéwczas jeden oscylujacy mod ,,zuzywa” jedynie atomy rezonansowe
wzgledem niego (zjawisko wypalania dziur widmowych), pozostawiajac in-
wersje obsadzen dostepna dla innych modéw podtuznych, co w naturalny sposéb
skutkuje wielomodows emisja z lasera. Zasadnicza réznica w ksztaltowaniu sie

v =j (11.16)
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ostatecznego widma emisji laseréw dla obu tych przypadkéw zostata schema-
tycznie przedstawiona na rys. 11.8.
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Rysunek 11.8: Wplyw charakteru poszerzenia linii emisyjnej na widmo genero-
wane przez laser. Gérne panele przedstawiaja krzywa wzmocnienia na tle progu
strat (pozioma linia przerywana) oraz dozwolonych modéw wneki rezonanso-
wej (pionowe linie). Dolne panele ukazuja wynikowe widmo natezenia promie-
niowania. (Po lewej) W oérodku o poszerzeniu jednorodnym wszystkie atomy
wspolnie odpowiadaja za wzmocnienie. Silna konkurencja modéw sprawia, ze
mod centralny zuzywa dostepna inwersje, co prowadzi do dtawienia pozostalych
i pracy jednomodowej. (Po prawej) W osrodku o poszerzeniu niejednorodnym
calkowite wzmocnienie jest suma wkladéw od niezaleznych grup atoméw (np.
o réznych predkosciach). Zjawisko wypalania dziur widmowych zapobiega dla-
wieniu, umozliwiajac jednoczesna, wielomodowa akcje laserowa dla wszystkich
modéw przekraczajacych prég strat.

Rozklad przestrzenny pola w plaszczyznie prostopadlej do osi rezonatora
opisuja z kolei mody poprzeczne. Fundamentalnym rozwiazaniem przyosio-
wego réwnania falowego jest wiazka gaussowska (omdwiona w rozdziale 3).
Warto przypomnie¢ w tym miejscu, ze jej nadrzedna cecha jest zminimalizo-
wana rozbieznosé¢, ograniczona wylacznie prawami dyfrakcji.

Aby wneka zbudowana ze sferycznych zwierciadel mogta stabilnie podtrzy-
mywaé propagacje takiej wiazki, krzywizny frontéw falowych wigzki Gaussa na
zwierciadlach musza idealnie pokrywaé sie z promieniami krzywizny samych
powierzchni odbijajacych (Ry, Ra). Wykorzystujac zaprezentowany uprzednio
formalizm optyki macierzowej (w tym celu wprowadzono macierze ABCD), mo-
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zemy sformulowaé fundamentalne kryterium stabilnosci rezonatora. Poprzez
wprowadzenie znormalizowanych parametréw konfiguracyjnych wneki g7 = 1 —
L/Ry oraz go = 1— L/ Ry, warunek stabilnosci geometrycznej przyjmuje postaé:

0<g192 < 1. (11.17)

Tak skonstruowany diagram stabilnosci rezonatora (w osiach g1, g2) stanowi
niezastapione narzedzie inzynieryjne przy analizie i projektowaniu systemow la-
serowych, ulatwiajac selekcje modéw poprzecznych poprzez wprowadzanie kon-
trolowanych strat dyfrakcyjnych zalezacych od fazy Gouya.

Na rys. 11.9 pokazano rézne geometrie wnek wykorzystywane do generacji
Swiatla laserowego w zestawieniu z opisanym kryterium stabilnosci.

‘Wngka planarna
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Rysunek 11.9: Diagram stabilnosci wnek laserowych (w ukladzie wspéirzednych
g1, g2) oraz najpopularniejsze geometrie rezonatoréw typu Fabry’ego-Pérota.
Zaznaczony zacieniony obszar, ograniczony ramionami hiperbol (0 < g1g2 < 1),
wyznacza parametry stabilnej pracy wneki — promienie Swietlne sa wewnatrz
okresowo ogniskowane i skutecznie putapkowane, co pozwala na narastanie ak-
cji laserowej. Dla ukladéw wykraczajacych poza ten obszar (np. gdy dlugosé
wneki jest zbytnio niedopasowana do promieni krzywizny zwierciadel) praca
lasera staje sie niemozliwa z powodu gigantycznych strat dyfrakcyjnych.
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11.4.3 Przeglad rodzajow laseréw

Istnieje szereg klasyfikacji lasero6w. Jedna z nich dzieli lasery zgodnie z typem
substancji aktywnej wykorzystanej do wytworzenia akcji laserowej:

¢ Lasery gazowe

O¢rodkiem aktywnym w tego typu ukladach jest gaz (atomowy, mole-
kularny lub zjonizowany). Zaleta $rodowiska gazowego jest brak drgan
sieci krystalicznej, co w polaczeniu ze stosunkowo mala gestoscia oérodka
skutkuje niezwykle waskimi liniami emisyjnymi (poszerzanymi w gléwnej
mierze jedynie przez zjawisko Dopplera). Klasycznym i najlepiej pozna-
nym przykladem jest laser helowo-neonowy (He-Ne). Proces pompowa-
nia zachodzi tu wieloetapowo: wyladowanie elektryczne w rurze gazowej
przyspiesza elektrony, ktore poprzez zderzenia wzbudzaja atomy helu do
dlugozyciowych stanéw metastabilnych (dlugozyjacych stanéw wzbu-
dzonych). Poniewaz stany te energetycznie niemal idealnie pokrywaja sie
7 Wyzszymi poziomami atomu neonu, energia jest wysoce wydajnie trans-
ferowana na atomy neonu w trakcie zderzen. Ostateczna emisja laserowa
(np. popularna czerwona linia o dlugosci 632,8 nm) nastepuje podczas
relaksacji elektronéw w atomach neonu na nizsze poziomy. Wsréd innych
powszechnych laseréw gazowych warto wymieni¢ lasery jonowo-argonowe
(Ar™) oraz potezne molekularne lasery na dwutlenku wegla (COs), gene-
rujace duze moce w pasmie dalekiej podczerwieni.

o Lasery barwnikowe

Jako oérodek czynny wykorzystuja ztozone czasteczki barwnikéw organicz-
nych (np. rodamina 6G) rozpuszczone w odpowiednim rozpuszczalniku.
Ze wzgledu na wystepowanie ogromnej liczby gesto ulozonych pozioméw
oscylacyjno-rotacyjnych w duzych molekutach, barwniki charakteryzuja
sig¢ niezwykle szerokimi, ciagltymi pasmami fluorescencji. Ta unikalna wia-
$ciwos$¢ sprawia, ze lasery barwnikowe sg silnie przestrajalne. Jest to
mozliwe przez wprowadzenie do wneki rezonansowej elementu dyspersyj-
nego (np. siatki dyfrakeyjnej), pozwalaja na plynna zmiane dlugodci emi-
towanej fali $wietlnej w szerokim zakresie. Historycznie odgrywaly one
kluczowsa role w zaawansowanej spektroskopii.

o Lasery na ciele stalym

Stanowig klase urzadzen, ktére jako osrodek czynny wykorzystuja dilek-
tryczne ciala stale, najczeSciej krysztaly lub szkla domieszkowane odpo-
wiednimi jonami lantanowcéw badz metali przejsciowych. Przy ich po-
mocy mozliwe jest emitowanie promieniowania o ogromnej mocy ciagtej
oraz impulsowej, co czyni je niezastapionymi narzedziami w przemystowe;j
obrobce materiatéw, medycynie oraz zaawansowanych badaniach nauko-
wych.

Sztandarowym i powszechnie stosowanym rozwiazaniem jest laser Nd:YAG
(granat itrowo-aluminiowy domieszkowany jonami neodymu Nd3+). Ma-
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tryca krystaliczna tego osrodka dziala jako wysoce efektywny uklad czte-
ropoziomowy, ulatwiajacy uzyskanie silnej inwersji obsadzen przy stosun-
kowo niskim progu pompowania. Jony neodymu absorbuja promieniowa-
nie wzbudzajace (pochodzace najczesciej z diod pélprzewodnikowych) w
waskim pasmie wokét 808 nm, natomiast stabilna i wydajna akcja lase-
rowa zachodzi w zakresie bliskiej podczerwieni, generujac fali o dlugosci
1064 nm.

Osobna, rewolucyjna klasa emiteréw krystalicznych jest laser tytanowo-
szafirowy (krysztal szafiru domieszkowany jonami tytanu Ti*T). Jego wy-
jatkowo$¢ w konteksécie wspolczesnej fizyki eksperymentalnej wynika z
ekstremalnie szerokiego pasma wzmocnienia, rozciagajacego sie od okoto
650 nm do ponad 1100 nm. Ta unikalna cecha pozwala no tylko na ptynne
przestrajanie dlugosci fali generowanego $wiatta w ogromnym zakresie
spektralnym, ale stanowi przede wszystkim fizyczny fundament genera-
c¢ji najkrétszych na Swiecie impulsow promieniowania. Dzieki temu lasery
tytanowo-szafirowe staly sie podstawowym narzedziem w optyce ultra-
szybkich impulséw, umozliwiajac badanie dynamiki reakcji chemicznych
oraz $ledzenie proceséw wewnatrzatomowych w czasie rzeczywistym.

Lasery poélprzewodnikowe

Cho¢ pod wzgledem fizycznym wykorzystuja one materie w stanie stalym,
ze wzgledu na fundamentalnie odmienny mechanizm pompowania stano-
wia zupelnie niezalezna klase urzadzen. W przeciwienistwie do krysztaléw
(ktére pompujemy optycznie), lasery pdlprzewodnikowe sa pompowane
elektrycznie pradem przeplywajacym przez zlacze pn. Zasadniczo, laser
tego typu to silnie domieszkowana dioda LED, w ktérej wymuszono inwer-
sje obsadzen i dodano sprzezenie zwrotne w postaci rezonatora optycznego.

Podczas gdy w standardowej diodzie LED wstrzykiwane nosniki (elektrony
i dziury) ulegaja rekombinacji spontanicznej, w diodzie laserowej gesto$é
pradu jest na tyle wysoka, ze w zlaczu osiggana jest inwersja populacji.
Naturalna wneke rezonansowa tworza tu najczesciej same gltadko odtupane
réwnolegle Scianki krysztatu (np. GaAs czy stopéw InGaN), ktére dzieki
wysokiemu wspolczynnikowi zalamania dzialaja jak lustra czesciowo prze-
puszczalne rezonatora. W ten sposéb spelnione sa wszystkie warunki do
powstania akcji laserowej i emisji promieniowania spdjnego.

Dygresja

Bardzo ciekawym przykladem ukladu generujacego swiatto spojne jest la-
ser na wolnych elektronach. W urzadzeniu tym, ktére w praktyce stanowi
potezna, kilometrows infrastrukture badawcza, osrodkiem czynnym nie jest
gaz, krysztal ani zlacze polprzewodnikowe. Funkcje te pelnia elektrony po-
ruszajace sie swobodnie w prozni z predkosciami bliskimi predkosci $wiatta.
Wiazka takich elektronéw zostaje wstrzyknieta do wnetrza specjalnej, pe-
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riodycznej struktury magnetycznej zwanej undulatorem. Przechodzac przez
ten uklad naprzemiennie utozonych magneséw elektrony wykonuja swego
rodzaju szybki slalom w prozni.

Przejscie przez undulator sprawia, ze przyspieszane poprzecznie na kaz-
dym zakrecie elektrony zaczynaja emitowaé silne promieniowanie synchro-
tronowe. Co kluczowe, emitowana fala $wietlna zaczyna oddziatywac z ge-
stosciag samej paczki elektronéw, powodujac ich mikro-grupowanie w war-
stwy odlegte o dlugos¢ fali. W rezultacie elektrony zaczynaja emitowac
promieniowanie catkowicie spdjnie i w zgodnej fazie, a natezenie Swiatta
narasta lawinowo wzdluz sekcji undulatorowej w procesie samowzmocnie-
nia.

Kluczowa zaletg laserow na wolnych elektronach jest niedostepna dla
innych systeméw przestrajalno$é dlugosci fali. Zmieniajac energie kine-
tyczna wstrzykiwanych elektronéow lub modyfikujac odstep miedzy magne-
sami undulatora, mozna plynnie przestraja¢ generowane promieniowanie
od fal milimetrowych, przez zakres widzialny i ultrafiolet, az po twarde
promieniowanie rentgenowskie — i to bez wymiany jakiegokolwiek elementu
optycznego. Najnowoczesniejsze wspolczesne instalacje tego typu generuja
ekstremalnie jasne blyski rentgenowskie o czasie trwania rzedu zaledwie
kilku femtosekund (1071° s). Pozwala to naukowcom dostownie ,fotogra-
fowaé¢” pojedyncze molekuly bialek w trakcie reakcji chemicznej, $ledzi¢
ruchy atomow w czasie rzeczywistym oraz rekonstruowaé trojwymiarowsq,
strukture wiruséow z prébek zbyt matych dla klasycznej krystalografii.

11.4.4 Lasery impulsowe

Jak wykazano we wczesniejszych rozwazaniach, fundamentalng cecha promie-
niowania laserowego pracujacego w ukladzie ciagltym jest jego jego monochroma-
tycznosé. Istnieje jednak niezwykle wazna klasa urzadzen — lasery impulsowe
— ktére zamiast stalego strumienia $wiatla emituja regularne blyski (impulsy)
promieniowania o ogromnej mocy chwilowej (choé niekoniecznie duzej energii).
Spektrum takiego promieniowania charakteryzuje sie bardzo duza szerokoscia
widmowa, co z pozoru stoi w sprzecznoéci z klasyczna idea monochromatyczno-
Sci. Natura tego zjawiska jest jednak zupelnie inna niz w przypadku szeroko-
pasmowych Zrédet termicznych czy diod LED.

Aby zrozumie¢ fizyke generacji impulséw, nalezy odwolaé sie do aparatu ma-
tematycznego transformaty Fouriera, ktora nierozerwalnie wiaze ze soba dzie-
dzine czasu i czestotliwosci. Zgodnie z relacja nieoznaczonoséci At Av > 1, im
krétszy jest czas trwania danego impulsu (At), tym szersze musi by¢ jego widmo
czestotliwosei (Av). Oznacza to bezposrednio, ze krétkiego impulsu $wiatla nie
da sie uformowac z pojedynczej fali o idealnie okreslonej czestotliwoéci. W prze-
ciwienstwie jednak do Zrédet klasycznych, W laserach impulsowych, impuls po-
wstaje w wyniku jednoczesnej, koherentnej superpozycji wielu réznych modéw
podtuznych (wielu dobrze okreslonych czestotliwosci).

Kluczem do wymuszenia jednoczesnej oscylacji tak wielu czestotliwosci jest
wykorzystanie oérodka czynnego o odpowiednio szerokim pasmie wzmocnienia
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(takiego jak wspomniany wezedniej krysztal tytanowo-szafirowy), ktére pokrywa
tysiace dyskretnych modoéw wneki rezonansowej. W klasycznym laserze mody
te oscyluja niezaleznie, a ich fazy poczatkowe fluktuujg w sposéb losowy. W re-
zultacie wypadkowe pole elektromagnetyczne ulega przypadkowej interferencji,
przypominajac chaotyczny szum o stalej éredniej mocy. Sytuacja zmienia sig¢
diametralnie, gdy do uktadu wprowadzony zostanie mechanizm wymuszajacy
stacjonarng, sztywna relacje miedzy fazami wszystkich sasiadujacych modéw.
Fale te zaczynaja wowczas konstruktywnie interferowac¢ tylko w jednym, precy-
zyjnie okreslonym punkcie przestrzeni i czasu, ulegajac catkowitemu wygaszeniu
w pozostalych miejscach. W ten sposéb ciagle promieniowanie lasera zostaje
przeksztalcone w okresowy ciagg ultrakrétkich impulséw. Technika ta nosi nazwe
synchronizacji modéw.

Dla wygenerowania impulséw piko-, a nawet femtosekundowych przy uzyciu
synchronizacji moddéw, pole elektryczne fali przyjmuje matematyczna postaé
sumy:

N/2
E(t)= Y Eje (sl (11.18)
j=—N/2

Minimalny czas trwania tak wygenerowanego impulsu jest $ciéle limitowany sze-
roko$cig dostepnego pasma wzmocnienia osrodka (At o< 1/Av).

Odrebng metoda kompresji energii w czasie, pozwalajaca na generacje im-
pulsow o nanosekundowym czasie trwania i ekstremalnie wysokich pikach mocy,
jest modulacja dobroci rezonatora. Technika ta polega na celowym, okreso-
wym blokowaniu optycznego sprzezenia zwrotnego (stan niskiej dobroci), pod-
czas gdy uklad pompujacy nieustannie zasila oérodek. Brak mozliwosci zajscia
lawinowej emisji wymuszonej pozwala na skumulowanie gigantycznej inwersji
obsadzen, znacznie przekraczajacej klasyczny prog akcji laserowej. Nastepnie
szybki modulator elektrooptyczny (np. komérka Pockelsa) lub pochtaniacz na-
sycalny gwaltownie przywraca pelna transmisje wneki. Skutkuje to natychmia-
stowym uwolnieniem zmagazynowanej energii w postaci pojedynczego, lawino-
wego impulsu o mocy siegajacej nierzadko dziesiatek megawatow.

Unikalne wlasciwosci $wiatta z laseréw impulsowych — przede wszystkim gi-
gantyczna moc szczytowa przy zachowaniu relatywnie niskiej mocy $redniej —
otworzyly zupelnie nowe horyzonty aplikacyjne w nauce i przemysle. Zjawisko
to znalazlo rewolucyjne zastosowania u podstaw diagnostyki uktadéw biologicz-
nych, gdzie potezne zageszczenie fotonéw w czasie pozwala na obrazowanie za
pomoca mikroskopii wielofotonowej bez termicznego uszkadzania zywych tka-
nek. Z kolei w precyzyjnej mikrochirurgii laserowej (np. w korekcji wzroku)
oraz w obrébce materialéw, femtosekundowe impulsy pozwalaja na tzw. zimna
ablacje — material odparowuje tak szybko, ze cieplo nie zdazy rozprzestrzenié sie
do otaczajacego obszaru, co niemal catkowicie eliminuje strefe wplywu ciepla.

Dygresja

Jednym z najbardziej fascynujacych i technologicznie zaawansowanych przed-
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Rysunek 11.10: Poréwnanie reziméw pracy lasera w dziedzinie czasu (lewa ko-
lumna) oraz odpowiadajacych im widm promieniowania (prawa kolumna.
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siewzie¢ wspolczesnej fizyki eksperymentalnej jest proba okielznania energii
gwiazd za pomoca zaawansowanych technologii laserowych. Sercem tych
badan jest potezna instalacja National Ignition Facility (NIF), zlokalizo-
wana w Lawrence Livermore National Laboratory w Stanach Zjednoczo-
nych. Infrastruktura NIF, zajmujaca powierzchnie trzech boisk pitkarskim,
kryje w sobie gigantyczny system, ktéry ze wspolnego generatora poczatko-
wego formuje i rozbudowuje 192 niezalezne, perfekcyjnie zsynchronizowane
linie poteznych wzmacniaczy laserowych.

Nadrzednym celem tej gigantycznej maszyny optycznej jest wywolanie
kontrolowanej fuzji termojadrowej i otwarcie ludzkosci drogi do bezpiecz-
nego, czystego oraz praktycznie niewyczerpanego zrédla energii. Zasada
dzialania opiera sie na koncepcji bezwladnosciowego uwiezienia plazmy.
Wszystkie 192 wiazki laserowe, po przejsciu przez setki metréw szkiel neo-
dymowych i konwersji do zakresu ultrafioletu, zostaja jednoczesnie, z do-
ktadnoscia do pojedynczych pikosekund, skierowane do wnetrza milimetro-
wej komory. Znajduje sie tam kapsultka zawierajaca termojadrowe paliwo
— izotopy wodoru (deuter i tryt).

Gwaltowne uderzenie poteznego impulsu o tacznej energii przekracza-
jacej 2 MJ wywotuje natychmiastowa, ekstremalnie symetryczna implozje
kapsutki. Materia zostaje Scisnieta do gestosci setki razy wiekszej od gesto-
Sci olowiu, a temperatura w punkcie centralnym przekracza 100 milionéw
stopni Celsjusza. Na utamek sekundy na Ziemi powstaja warunki panujace
w samym jadrze Stonca. Historyczne sukcesy zespotu NIF, polegajace na
osiagnieciu tzw. zaplonu termojadrowego (uzyskaniu dodatniego bilansu
energetycznego z samej fuzji), stanowia empiryczny dowdd, ze zaawanso-
wane systemy optyczne moga w nadchodzacych dekadach zrewolucjonizo-
waé Swiatowa energetyke.

11.5 Zrédla $wiatla nieklasycznego

Wszystkie omowione do tej pory zrédla promieniowania — od makroskopowych
emiterow termicznych po zaawansowane uklady laserowe — znajduja pelny opis
w ramach klasycznej elektrodynamiki falowej lub optyki potklasycznej, w ktorej
pole elektromagnetyczne traktuje sie jako ciggla fale. Nawet idealne Swiatlo la-
serowe, mimo swojej spéjnosci, wykazuje fluktuacje natezenia ograniczone przez
tzw. szum Srutowy, opisany statystyka Poissona. Wspolczesna optyka kwan-
towa i technologie informatyczne wymagaja jednak Zrodet o pelnej kwantowej
charakterystyce — tzw. Zrédel §wiatla nieklasycznego, ktérych witasciwosci
statystyczne i korelacje nie majg zadnego odpowiednika w fizyce klasyczne;j.
Sztandarowym przykladem takiego ukladu sa zrédta pojedynczych foto-
néw. W idealnym przypadku emituja dokladnie jeden foton na jedno impulsowe
wzbudzenie zewnetrzne, wykazujac zjawisko tzw. antygrupowania fotonéw,
gdzie funkcja korelacji czasowej drugiego rzedu przyjmuje wartoéé g2 (0) — 0.
Realizacja takich zrédel opiera si¢ najczesciej na izolowanych uktadach dwupo-
ziomowych, takich jak pojedyncze kropki kwantowe, centra barwne w diamencie
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(np. centra NV) czy pojedyncze jony uwiezione w pulapkach magnetycznych.
Swiatlo to stanowi fundament bezpiecznej kryptografii kwantowej, uniemozli-
wiajac podstuch oparty na podziale intensywnosci wiazki.

Kolejna kluczowa klasa sa zrédla generujace fotony splatane. Wykorzy-
stuja one procesy nieliniowe, takie jak spontaniczny podzial czestotliwosci,
zachodzace w krysztatach anizotropowych. Foton pompy o wysokiej energii
ulega w nich rozpadowi na pare fotonéw o nizszych energiach, ktérych stany
kwantowe (np. polaryzacja) sa ze soba nierozerwalnie skorelowane, niezaleznie
od odlegtosci dzielacej czastki. Uklady te sa kluczowe w eksperymentach nad
teleportacjg kwantowg oraz w architekturze komputeréw kwantowych.

Warto rowniez wspomnieé¢ o §wietle Sci$nietym, w ktérym na mocy relacji
nieoznaczono$ci Heisenberga udaje sie zredukowaé fluktuacje kwantowe (szum)
jednej ze skladowych pola (np. amplitudy lub fazy) ponizej poziomu szumu
prézni, kosztem zwiekszenia nieoznaczonosci w skladowej ortogonalnej. Swiatlo
Scisniete pozwala na przekroczenie standardowego limitu kwantowego w po-
miarach interferometrycznych, co znalazto spektakularne zastosowanie m.in. w
detektorach fal grawitacyjnych LIGO, radykalnie zwiekszajac ich zasieg obser-
wacyjny kosmosu.

Podsumowanie rozdzialu

W niniejszym rozdziale dokonano szczegbtowego przegladu fizycznych mechani-
zméw lezacych u podstaw generacji fali elektromagnetycznej, przeprowadzajac
czytelnika od makroskopowych emiteréw klasycznych po zaawansowane zrédla
kwantowe. Analiza promieniowania ciala doskonale czarnego oraz fundamen-
talnych praw Kirchhoffa, Plancka i Wiena pozwolila zrozumie¢ nature emisji
termicznej, stanowiacej podloze dzialania gwiazd czy klasycznych zarnikow wol-
framowych. Pokazano, ze ograniczenia statystyki chaotycznej i zwiazany z niag
problem katastrofy w nadfiolecie staly sie historycznym katalizatorem narodzin
mechaniki kwantowej.

Przejécie na poziom mikroskopowy umozliwilo zdefiniowanie procesow emisji
spontanicznej w izolowanych ukladach atomowych oraz w ztaczach pétprzewod-
nikowych, co stanowi fizyczny fundament dzialania lamp wyladowczych oraz
wspoétezesnych diod LED. Kwintesencja rozdziatu byto jednak wprowadzenie
pojecia emisji wymuszonej, sformutowanej przez Einsteina, ktéra stata sie pod-
waling technologii laserowej. Zaprezentowane kryteria progowe wzmocnienia,
selekcja modéw podtuznych i poprzecznych we wnekach rezonansowych oraz
techniki pracy impulsowej — modulacja dobroci @ oraz synchronizacja modéw
— zobrazowaly, w jaki sposéb wspolczesna inZzynieria optyczna potrafi formo-
waé wiazki o skrajnie wysokiej spéjnosci i poteznej mocy chwilowej. Rozdzial
zamknelo zarysowanie perspektyw optyki kwantowej poprzez wprowadzenie zré-
det $wiatla nieklasycznego, co dowodzi, ze ewolucja zrodet $wiatla nieustannie
przesuwa granice mozliwo$ci poznawczych fizyki i wspolczesnej technologii in-
formatyczne;j.
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Podsumowanie

Gléwnym celem niniejszego podrecznika bylo zapoznanie Czytelnika z fun-
damentalnymi pojeciami optyki. Zaprezentowany material skupial sie przede
wszystkim na prawach i zjawiskach optyki falowej, ktére stanowia rzetelna baze
dla tej dziedziny. Cho¢ opisywane mechanizmy opieraja si¢ na wiedzy rozwija-
nej w duzej mierze do konca XIX wieku, starano si¢ je systematycznie poszerzaé
o dygresje ukazujace ich role we wspdlczesnej fizyce. Stad w tekscie znalazty sie
odwolania do optyki kwantowej (m.in. splatania kwantowego), fotoniki, fizyki
laserowej oraz nowoczesnych uktadéw eksperymentalnych, ktore pozwalaja te-
stowa¢ fundamentalne prawa przyrody i poszukiwa¢ nowej fizyki, wykraczajacej
poza Model Standardowy.

Nadrzednym celem tych zabiegéw byto ukazanie, ze optyka nie jest zamknie-
tym i ugruntowanym historycznie rozdzialem nauki. Przeciwnie — to niezwy-
kle dynamicznie rozwijajaca si¢ dyscyplina, ktéra nieustannie przesuwa granice
ludzkiego poznania i prowadzi do opracowania wielu przetomowych technologii.
Wskazanie tego szerszego, aplikacyjnego i badawczego horyzontu ma stanowié
dla Czytelnika zachete do dalszego zglebiania tematu i siegniecia po literature
bardziej zaawansowang. Zrozumienie tych nowoczesnych, fascynujacych zjawisk
nie byloby jednak mozliwe bez uprzedniego opanowania klasycznych podstaw,
ktérym z powodzeniem poswiecono te ksiazke.
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